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Traitement semi-classique des forces générales dans la 
représentation de Feynman’) 


par Ph. Choquard’) E. P. F., Zurich, et Université, Berne. 
(19. I. 1955.) 


Résumé. Dans son approche spatio-temporelle a la Mécanique quantique’*), 
M. FEYNMAN fait une restriction’) quant a la validité de ses équations en impo- 
sant aux potentiels la condition de ne pas contenir des puissances de x supérieures 
a deux. Que se passe-t-il lorsque les potentiels sont quelconques, en particulier 
fortement anharmoniques ? 

C’est l'objet d’une partie de ce travail que d’y répondre. On utilise 4 cet effet 
la solution semi-classique des noyaux de FeyNMAN que M. Pavitt a donnée'). 
On montre (II.1) que dans le cas de forces anharmoniques, tout un spectre de 
trajectoires conduisent d’une position initiale 4 une position finale données, dans 
un temps donné. On développe (II.2) une méthode de calcul des actions correspon- 
dant a ces trajectoires, on étudie l’allure de ces actions en fonction de la position 
initiale et, par le truchement des noyaux associés aux actions, on évalue (III) 
effet quantique de ces forces de réflexion. Cet effet est mesuré par la contribu- 
tion de ces noyaux & la fonction d’onde finale. On montre alors que, pour de petits 
intervalles de temps (petit au sens précisé par l’équation 12), seul le noyau associé 
a la trajectoire directe importe, que ce noyau a déja les mémes propriétés que le 
noyau exact et que les forces de réflexion ont un effet négligeable. Ces résultats 
sont résumés dans un théoréme a la fin du chapitre III. 

On généralise sous [V la construction des noyaux de FEYNMAN au cas de sys- 
témes quelconques, conservatifs ou non, au cas de systémes possédant des parti- 
cules douées de spin et au cas de systémes donnés en coordonnées curvilignes. 
Jusquwici d’une maniére non relativiste. Enfin on développe deux méthodes de 
détermination relativiste de ces noyaux, la premiére ot l'on utilise la représenta- 
tion en fonction du temps propre due a M. Fock; la seconde plus directe, évitant 
de passer par une intégration sur une variable auxiliaire. Ces constructions semi- 
classiques constituent de bonnes approximations aux solutions exactes, dans 
certains domaines de leurs arguments; ces domaines sont définis par la régle (64). 

Ces résultats permettent de conclure que les noyaux donnés par les équations 
(1’, 28, 33, 55, 63, 55.1, 63.1) sont les instruments d’une méthode générale de traite- 
ment des problémes non stationnaires, méthode applicable dans le cadre défini 
par la régle (64) et ses cas particuliers. 


1 


Thése de doctorat présentée 4 l’Ecole Polytechnique Fédérale, Zurich. 
*) Actuellement 4 « Battelle Memorial Institute» 4 Genéve. 


3) Space-Time Approach to Non-Relativistic Quantum Mechanics. R. P. Feyn- 
MAN, Rev. of Mod. Phys. 20, 367 (1948). 

4) Note 15, p. 376. 

5) Ausgewahlte Kapitel aus der Feldquantisierung. Prof. Dr. W. Pau.i. Cours 
donné a PE.P.F. de Zurich en 1950/51. 
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I. Introduetion. 


Dans la représentation de FEYNMAN, ce ne sont pas les fonctions 
d’onde, mais les noyaux K(1,0) définis par cet auteur qui sont déter- 
minants. Ces noyaux sont reliés a la représentation habituelle par la 
définition 


(1 0) a Y, (1 vr (0) 


n=0 


ou les y, seraient les solutions stationnaires d’un probléme donné. 
Posons 1=4q,t, 0 = qo, tj; K est la solution de l’équation de 
ScHROEDINGER 


h o 
(7a; +H) K=0 
qui, pour f = fy, se réduit a la fonction 6 de Drrac: 


K (q; Go » to, to) = i (q— qo) , 


ou N est le nombre de dimensions. Ce noyau fournit la solution 
y(q, t) correspondant a4 toute fonction initiale donnée y(qo, ty) : 


y (q; t) a d® Go K (q; t, do to) p (qos to) « 


Si H ne contient pas le rae explicitement, ce que nous suppose- 
rons jusqu’aéa — avis, ce noyau ne dépend que de la différence 
des temps t — ty = 

M. FrEYNMAN a ae de ce noyau une solution semi-classique 
approchée. Par un procédé analogue 4 la méthode W. K. B., M. 
Pavtt') en a fondé une construction semi-classique reposant sur 
essai ; 

K, = R exp es s\ : 

En introduisant cet essai dans |’é équation de ScHROEDINGER, en or- 
donnant les termes suivant les puissances croissantes de fh et en 
annulant les coefficients de #® et f1, on trouve pour S ]’équation 
d’Haminton- JACOBI: 


Os | os — 
Ot +H (5,4) =0 
et, avec 


R?=C-D, C 


1) Loe. cit. (3), p. 139 et suiv. 
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étant une constante de normalisation, une équation de continuité 
pour la densité D: 
0D o = 


ot | Og (o-D)=0. 


On en dérive la solution, appelée formule de van Hove: 
cae 7 os 

D(q@,@q;%) = (—1)* dé. || —_—_ 

(7 " ( . 090: 9% 


La solution ainsi construite 
ee f \N oon ee 
K.(9;40>7) = ery =) D"™ exp li S (40: be (1) 
satisfait l’équation de ScHROEDINGER jusqu’aux termes en h? non- 
compris, soit: 
k o , h? AR . 
==> 4 H) Kk — +——,- K,. 
| t OT : 2m R ; 
En général K, est différent du noyau exact K. On se demande si, 
pour de petits intervalles de temps tT, soit pour tT < 7, T, étant une 
limite supérieure, mesure de l’inhomogénéité des forces et que l’on 
déterminera quantitativement plus loin (voir chapitre III), cette 
fonction K, a les mémes propriétés que la fonction exacte K, c’est- 
a-dire si 
ia eo 
K.(9; 40; 9) = 0 (¢—4o) 
et 


K-Ke _g, 


lim 
T 


—0 


Ces deux propriétés peuvent étre formulées simultanément par 
l’équation 
| A* qoKe (4540+ 7) ¥ (o> 9) = (q,0) +i ; Hy(q) +t-9(q,¥,7) (3) 


ou g(q.y,t) > 0. 
jt—>VU 
Si ce théoréme est vrai, on peut construire la fonction K exacte par 
le procédé connu: 
n 
K (¢,¢¢,*) = lim, _,¢ K.(q,+1>4,>&) 4q,---4q,--- dq, 
n—> oo v=0 


ou tT = const. est divisé en n intervalles ¢: t = n°e. 

Dans les cas ot AR = 0, K, est la solution exacte et l’on vérifie 
aisément |’équation (3). Donnons quelques exemples: 

Particule libre (N dim.) 


aoe ee (5 me ie exp \. m (4G — Go)" 


Qaiikt | Lh Zt | 
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Particule dans un champ électrostatique homogéne (8 dim.)*) 


K,=K=(" — a ” exp x ‘ Eo + re E+ G0) _ 


\ 2atht 2T 
Particule dans un champ magnétostatique homogéne (2 dim.) 


(0,0, H), w = eH/2 me. 


r y mo (q — Go)? co CcOsSM@T . 
K, = K = --——.— exp + (mo 4 . macnn of (H, 
. 2arihksinwt ! ‘2sinwt Tar 


[q; qo)))} 


Oscillateur harmonique (1 dim.) 


en (a=; ‘ mw sz)" exp (. -(m we (+90 ¢) COSWT—2 qo ) ; 


aihsin wt ~2sinwt 


Dans ces exemples, le potentiel est «faible», c’est-a-dire que dans le 
sens de la restriction de M. Frynmay, il ne contient pas de puis- 
sance de x supérieure & deux. 

Que se passe-t-il lorsque le potentiel est quelconque, en particu- 
her lorsqu’il est fortement anharmonique ??) 

C’est sous II et III que l’on répond a cette question. Sous IT.1, 
on analyse les forces de réflexion dérivant de potentiels anharmo- 
niques ; sous II.2 on développe une méthode de calcul des actions S; 
sous III on construit les noyaux K, et analyse leur comportement, 
en fonction de la variable d’intégration qj, on évalue les termes en 
h? de l’équation (2), on détermine la limite supérieure 1, de t et l’on 
calcule les contributions des noyaux K, al’ intégrale (3). On est alors 
conduit a formuler le théoréme qui clét la premiére partie de ce 
travail. 

Ce théoréme démontré, on développe sous IV une série de géné- 
ralisations. Sous IV.1, on étend la construction de K, au cas de 
forces dérivant de potentiels scalaires et vectoriels, ceci pour des 
systémes conservatifs ou non; cela revient 4 généraliser le calcul 
des actions. Ensuite, en prévision d’une construction semi-classique 
relativiste des noyaux, on calcule les actions relativistes. Sous IV.2, 
on traite le cas de coordonnées curvilignes, le cas non-relativiste de 
particules douées de spin s, enfin le cas relativiste de particules 
douées de spin % et 0. On établit pour finir une régle générale, 
exprimée sous forme d’une inégalité, que 0 = (rt? — 22/02 \t (xr ala 
limite non-relativiste) doit satisfaire pour que l’emploi des noyaux 

1) L. DE Broctte: Introduction 4 l'étude de la Mécanique ondulatoire, Ch. XIII, 
p- 191, Paris, Hermann 1930. 

*) C'est cette question que nous a posée M. Pav et qui a été l’origine de ce 
travail. 
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semi-classiques construits par les différentes formules soit justifié, 
c’est-a-dire pour que ces noyaux constituent de bonnes approxima- 
tions aux noyaux exacts. 

Le théoréme et la régle finale nous permettent de formuler la con- 
clusion de ce travail. 


II. Systémes anharmoniques. 
II.1. Forces de réflexion. 


Répondons qualitativement a la question posée dans | introduc- 
tion. Le mouvement d’un systéme, prenons pour simplifier une par- 
ticule de masse m dans un potentiel quelconque V(£), mouvement 
effectué en partant de gy 4 = 0 pour arriver en gq at = T, n’est en 
général pas unique. Les trajectoires sont les extrémales correspon- 
dant & un probléme de variation en grand avec condition isopéri- 
métrique (t = const.) relatif 4 l’action S. L’existence d’un ensemble 
de trajectoires est évidemment liée a la forme du potentiel donné, 
et pour illustrer ce phénoméne nous donnerons plus bas deux 
exemples. L’une de ces extrémales a une longueur minimum: c’est 
la trajectoire directe qui conduit de gy» a 7; ¢’est le mouvement le 
plus «économique», c’est-a-dire celui qui se réalise avec le minimum 
d’énergie. Les autres extrémales fournissent des trajectoires «in- 
directes»; par «indirect» nous entendons que la particule subit des 
réflexions avant d’aboutir en q et l’énergie de la particule croit avec 
le nombre de réflexions qu’elle subit. Nous appellerons «forces de 
réflexion» les forces qui permettent de telles trajectoires. Pour 
définir les points de réflexion d’une trajectoire, nous remarquerons 
que ce sont ceux ot s’effectue un certain rebroussement du mouve- 
ment de la particule; décomposons |’impulsion p en deux compo- 


santes p,, et p. appartenant au plan p, K (K =—grad V), p,, étant 


paralléle et p,, perpendiculaire 4 K. Un point de réflexion ¢ sera 
caractérisé par le fait que Dp) (2) =0, c’est-a-dire p (£) ) K(é). En 
ces points l’énergie cinétique n’est pas nécessairement nulle. On 
peut établir la condition d’orthogonalité (p(), K(5 f)) = 0 en partant 
d’un principe d’extremum pour |’énergie onan T(o): 


T= $f =0=(Pép) = (p,p) dt = dt (p(B, K() =0. 


2m 
La solution K = 0 est évidemment a exclure; de méme le cas des 
forces centrifuges, ou (p(¢), K(¢)) = 0. La solution p = 0 est valable 
pour les problémes 4 une dimension ou bien & N dimensions dans 
le cas des points de rebroussement. Enfin, si l’on a des potentiels 


vectoriels, le principe s’applique & T =} ma?: 6T =0 > (z, K) =0. 





Ph. Choquard. 
Exemples. 


a) La «boule de billard». C’est le modéle bidimensionnel d’une 
particule se mouvant dans un potentiel nul a l’intérieur d’un rec- 
tangle et infini 4 partir des bords. Suivant la grandeur et la direction 
de l’impulsion initiale donnée a la particule, on se rend compte qu’il 
y a une double infinité de maniéres d’arriver en gq au temps t = t 
grace aux réflexions possibles aux parois. Ces trajectoires s’ob- 
tiennent en reliant q» successivement 4 toutes les images-miroir de 
q. L’énergie cinétique admet un spectre de valeurs dépendant de 
deux paramétres m et n, ces nombres entiers quelconques indiquant 
le nombre de réflexions aux parois du potentiel. 

b) Mouvement a une dimension d’une particule dans un potentiel 
de la forme 

V(a2) =Vq°(2/L)** *). 


Nous supposerons pour simplifier k entier; l’exposant 2k exprime 
une condition préalable de périodicité; en effet, si l’exposant était 
impair, on aurait la trajectoire directe et éventuellement une et une 
seule trajectoire indirecte, ce qui nous intéresse peu. Exprimons la 
période 7’ du mouvement en fonction de |’énergie: 


ae dx > fC. vo 
1 =~S-= : =—= og P al m/2 (EH —V(x)) 


v SF 2im = V(a)) 


et en introduisant V(2), il vient 


T = (f)".. c. (1 4 +) i ie 1/k) 


avec 

C.= f duVI—at = 4. FOR) Pa 
pour k > 0. Cette formule met en évidence la relation entre la pé- 
riode d’un oscillateur anharmonique et son énergie. Analysons la 
fonction T = T (FE, k) ot k est paramétre. 

k = 1. C’est l’oscillateur harmonique, T est indépendant de |’éner- 
gie H, comme il se doit. Cela signifie qu’avec nos variables (q, qo, T) 
une et une seule trajectoire est possible. 

k > 1, La période diminue quand |’énergie augmente; les trajec- 
toires indirectes sont possibles; il y en a une infinité! On peut en 
effet décomposer le temps t donné comme suit: 


a ee ee a 
t=T +n°T,, 


1) Nous traiterons plus loin en détail (II.2) ce cas «standard». 
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ce qui correspond a une trajectoire n fois réfléchie a laquelle est as- 
sociée une énergie E,, donnée implicitement par |’équation 
; 2 ’ , 
t= 7 dz 2 (E,—V (2))| 
do 
k <0. Soit alors V(x) = —| Vo |-(a/L)-*"*. La position q étant 
fixée d’avance et pour autant qu’elle ne se situe pas a la singularité 
(ce que nous exclurons dorénavant), il y a un nombre fini de trajec- 
toires car W = —| E'| est limité par W,,,, <| V(q)|. Cet exemple 
ne doit pas nous inciter a croire que la périodicité soit une condition 
nécessaire pour |’existence des réflexions. En effet, périodicité est 
liée & séparabilité du systéme envisagé. Dans le cas de systémes non 
séparables, les réflexions demeurent alors que toute périodicité dis- 
parait. On peut se poser la question du dénombrement des trajec- 
toires; il y en a une infinité: quel est l’ordre de cet infini? Dans 
un espace & N dimensions, cet ordre est égal a N, s’il existe un réfé- 
rentiel particulier ot le systéme est séparable, c’est-a-dire si 


N 
V(x) = D'; V,(2,), 


ce que nous ne pouvons supposer. Dans |’exemple (a) si l'on rem- 
place le rectangle par un polygone 4 n coétés, l’ordre dépendra de n. On 
en conclut que la forme du potentiel joue un réle prépondérant et 
qu’ainsi on ne peut répondre a la question dans toute sa généralité. 

L’essentiel est toutefois qu’on ait reconnu l’existence d’un en- 
semble de trajectoires. Comme a chacune d’elles est associée une 
action S, donc d’aprés la définition (1) un noyau K, aussi, la ques- 
tion posée dans |’introduction devient: comment se manifeste ce 
phénoméne de réflexion par |’intermédiaire des noyaux K,, autre- 
ment dit: quelle est la contribution de cet ensemble de K, au mem- 
bre de droite de l’équation (3) ? 


1/2 


1/2 


+n f de| = (E,— V(z)) 


II.2. Intégrales d’action. 

La prochaine étape consiste 4 développer une méthode de calcul 
des intégrales d’action. Nous appellerons S,, l’action associée & une 
trajectoire possédant n points de réflexions; Sy sera donc |’action 
correspondant 4 la trajectoire directe de qy a q. Il convient de 
traiter le calcul des actions en deux phases, soit de déterminer 
d’abord S, et de déterminer ensuite les S,,. 

L’action Sy. Elle est identique a l’action habituelle S sans indice. 
S = 8 (q, t, qo, to) satisfait les équations d’Hamitton-Jacost: 


0s oS — as -0S — 
- -_— —_— = — — - = ) 
Ot 0”g 4,1) 0 Oty ( 0Go Jor to) 0. (4) 
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Considérons t et t) fixés; S est une fonction réguliére de q, qo; 
£=q — qq, pour autant que ces positions ne se situent pas aux 
singularités des champs de forces donnés (s'il y en a!), ce que nous 
avons déja exclu. Cette condition de régularité est nécessaire pour 
déterminer univoquement la solution de (4). Il faut en plus con- 
naitre la condition initiale S(q, qo, to, to) qu’il est commode de for- 
muler ainsi: 

A la limite t > ty la fonction (t — tp): S a un zéro de forme pone- 
tuelle pour ¢ = Go; plus exactement: 


> 


lim, (tte) -S (GG, t,t) = . -m-(q—o)?. 
Pour établir cette condition initiale, montrons d’abord que: 
lim, te (t— ty)“ (q; qo: t, to) =I—o 


ou 0, (..) est la vitesse initiale de la particule soumise & une force 
K (qo, to) quelconque. Posons tp= 0, t — t)= t et partons de ]’équa- 
tion du mouvement 


mé(t) = K (Et) 


dont on peut écrire la solution sous la forme 

5 et : 

E(t’) =qot | (4.40.7, t) dt mv =K 

0 
pour des valeurs de t’ <t < T période du mouvement s’il y en a 
une. Pour t’= t ona E = q, done 
i, 
q—o =| 0 (q, 40.7 t) dt. 
0 

Développons v(t) par rapport a la variable t; en utilisant ]’équation 
du mouvement, il vient 


oer ee Se K Go 0 ef-.=+ ok 
(Gs Gq, tt) = 0, (G, Got) +t) + FG, 7) K + |+ 


2m "Ot 


que l’on introduit sous la derniére intégrale; on a alors: 


Passons a la limite t — 0, le 2° et 3° terme étant de la forme 0(t?), 
il reste 
lim V'T=Q—Qo- 


™0 
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Ce résultat intermédiaire nous permet de poser 


+ pe ee 
0 (4>o> 7) — i aa (4,40: T) 


v’ est une fonction réguliére de t. Calculons maintenant 


4 
f mn 1 
| Tdt’ avec T==mv?, 


0 
1 nous introduisons le développement de v(t) et de t(z), il vient: 


TP m (4-4 "+ m ( a : ’) m m p'2 +0(= -) 


2 T 


- ss =e . ae) ee ey 
/ dtT = > {qa +m (q—4o,v')+0(t); 
ensuite 
T 1 
| dtV (E(t), th=t/ Vidot+(Q—Go) Ut tv u+---,tu) du 
0 0 


avec t/t = u et la solution &(t). Avec la définition de 
/ 


s-/Lit, L=T-YV, 


formons Tt: S: 
1 


*S= > (q—Go)? + M(Q—Go0')t—T? [ V (w) du 
0 


et passons a la limite t > 0, on a bien la condition énoncée: 
, sal a 
lim 9 TP It) = 5 > (4—4o)? 


Ce résultat nous permet de poser: 


gs. 2 (Fe 
y T 


+ 8'(q,qo> 7) 





ot S’(q, do t, ty») est une fonction réguliére de t = t — ty. Cette condi- 
tion est générale, elle est valable dans un espace de dimension quel- 
conque et pour des systémes conservatifs ou non. Si le systéme est 
conservatif, S ne dépend que de la différence des temps T, et si les 
forces ne dépendent pas des vitesses, 0S/dt (+ t) = 0S/dt (— 7), 
c’est-a-dire S est une fonction impaire de t. Revenons a nos forces 
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de réflexion. Soit V(q) un potentiel quelconque contenant des puis- 
sances de q supérieures 4 deux. L’action Sy, satisfait les équations 


1 So\2, ays OS 1 ORG\2 xo j= Bay 
| 2m (a7) + V(q) =0 it io +V (qo) =9; (4’) 


“Or 2m 0”g 


les remarques précédentes sont valables et le fait que S,’ est une 
fonction réguliére de t nous incite & chercher la solution de (4’) sous 
la forme de la série 
Sens > > 
So = Dyn %n-1 (4540) tT?" 9) 
v0 


ot les og,_, ne dépendent que de q, q» et non de t. Introduisons cet 
essai dans les équations (4’), il vient 


+ 7 9 1 a , 2 aoe 
Xin (2m —1) dg n-y T2"-? + — (=, - OF  r2n-1) +V(q) =0 
et 
» 9 ] 2n-2 1 hy 
Xin (2n—1) og,-1T ~ (z,,— 


= (063 n-1 
2m 


3 - P ~ 
a=} g3e-1) + V (qq) = 0. 
0Go (do 
Ces équations devant étre identiquement satisfaites en t, on annule 
les coefficients de t?"-1, ce qui conduit a écrire deux systémes 
d’équations différentielles dont le premier est: 


fe ae 
— , 
(33 o.,)=2mo, (6.0) 
1 (0c_, 

| 0”g 


(S2 nS 1 (52 o 
0g ’ 2m af) 


fede & 4 (= mtn 


OG og ~~ Veg OF (6. 


0o_, 1 (00, 00; 1 003\" 7p 
CaF oF mlageoe)— am lap) (64) 


b-~2 
; 1 (/dc_, to OGs,.4 Clin 1 : 
{2 n—l1- m | oq ° 0g ) == 2 ~~ r —°  — +), (6.n) 


Quant au second il n’est pas nécessaire de |’écrire, car on remplace 
simplement 0/0q par —0/0q, et V(q) par V(qq) dans (6). La premiére 
équation mise a part, on a un systéme d’équations aux dérivées par- 
tielles linéaires et du premier ordre. L’intérét de l’essai (5) réside 
dans le fait qu’il «linéarise» ]’équation d’HamiLton-Jacosr. On peut 
résoudre le systéme par récurrence. 
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Solution. — 
0o_, 2 
| Oo qd 


2 


iy -=2mo_, (6.0) 


aie a 
=2mo_, | Ge 
d’ou 


O_1=9_1(Y—)- 
Posons & = q — qo; © = |¢ — Go| et o_, = (m/2) F? 


(“s=s)" - m? F?( co) =2mo_,=m?F? 


l’équation (6.0) devient 
1 OF \2 
#2 (( sz) —1)=9: 


la solution triviale F = 0 étant exclue, on a 


)F \2 
| 53 I 


dont une intégrale compléte, dépendant de N constantes, est: 


N 
F mx nN; 2,+ C= (n,24)+C 
1 


(22) =n 1 o_,;=- ((n,2) +C). 


Loa 
La condition initiale exige t_, (x = 0) = 0, done C = 0; cette méme 
condition exige que t_, (2 + 0) + 0 pour tout z. Or, la solution ci- 
dessus est nulle sur toute la surface 7 > n, on obtiendra la solution 
cherchée, appelée solution des caractéristiques, qui en ¢ = 0 a un 
zéro ponctuel, en éliminant les n, entre 


C4 = 5) 


par la méthode des multiplicateurs de LAGRANGE. 
® =o_,—An? 


)D ”) , On? —- — ‘ 
; -() patie SO es m(n,x)2,—2An, =0 
On; On, On; : 


N 
2 > "9 9 at F ¢ m ost ange 
ym? (n, 2)? ap = DAP ne = 42 =+— >2(n,r) 
r , 
mo = —s . — 
+ (n,x)[a,-arn,| : s. 


m 
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: 1/m (d0_,/0q) = £, le systéme d’équations (6) devient: 


al 
a 
e|& 


 —_ DO} 
| 


| 


S| 3] 
lve 
|S 

i) 
Q 

jo 
~_——_~ 


al 


Pay 
Y! 


i) 
Y 
al. 2 
~_— 


— (52+) 
2m \oz# 
Oo 
2(n—yv)-1 
5g) Can 1 on a Y-: ). 


Chaque o,,,_,Se€ compose en principe de la solution générale de son 
équation homogéne et d’une solution particuliére de son équation 
inhomogéne. La premiére étant singuliére en % = 0 (et ceci pour tout 
n > 0), la condition de régularité l’exclut et l’on ne doit ainsi tenir 
compte que de la solution réguliére en & = 0 de l’équation inhomo- 
géne. Ceci est mécaniquement évident, car si V(x) = 0 (particule 
libre), 


a All 


oe oJ 





| 
| 
“MF 
2 fe 
o,, 
AES) 
QI] = 


) m (G-o - 


rn J 


vs t 
Oon-1 = 0 pour tout n = 1 et si V(x) + 0, les o,_, du systéme (7) 
répondent de la perturbation due au potentiel. En résumé, l’unicité 
de la solution S,, donc de chaque coefficient o,,_,, est bien garantie 
par la condition initiale et la condition de régularité énoncées plus 
haut. Résolvons (7.n): 


(2 n—1+ (z, e )}erna (Jo. 9o+2) = fens (Go Got); 


en remplacant % par x-u, £ 0/dx = ud/du pour u=1 et l’équation 
devient : 


d Sy ee i ae 
{an—14 +U Fu} Oo 1(Jo- dot U) = fen-1 (do do+t U) 


or 


{2n—1+u +a) = 


done 1 F 
a 2n 


ga et oan) = fava 
11 1 
y2n-1 Cen-1 (u) == / du u2n—2 fen-1 (u) 


Py, 


10 O 
enfin 


1 
O2n-1 (q; qo) a [au wt), n—1 (Jo. Go + x U) . 


0 
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Cette équation générale appliquée au systéme (7), on a, en posant 
Oy/dx = y’ 


O1 ey du V (qot+a:u) 
1 
| dwu(o;(u))? 
1 
| duut (o;, 65) 


. 
0 


| du u8[(o,)? + 2(6,, 65), 


1 
2m 





1 j 2n-2 
Oan-1 = - du u2"-? 
=. 2m / 
Uv 
On peut ainsi calculer 
io) 


So (q; do T) n92n-1 (q; qo) ili (5) 





dans toute approximation de t désirée, et ceci pour tout espace et 
tout potentiel. Nous généraliserons sous IV cette méthode au cas 
de potentiels vectoriels et au cas de systémes nonconservatifs et 
relativistes. Il est & peine besoin de souligner que les équations (8) 
offrent un moyen rapide de calculer l’action S(q, do, 7). 


Remarque. — On peut dégager le principe sur lequel repose la mé- 
thode développée: au lieu d’intégrer 


s=/Lat 


0 


le long de la trajectoire effective reliant qy a q, on a fait un certain 
développement en série et chaque terme s’obtient en intégrant le 
long de la droite oq. 


Convergence. - Supposons qo fixe, origine d’un systéme de coor- 
données et % =q— 4p variable N- dimensionnelle. On peut poser 
la question suivante: dans quel domaine de l’espace & N + 1 dimen- 


€ 


sions (la N + 1¢ étant la variable t) la série Sy converge-t-elle? 
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Il convient de se libérer de la dimension de Sp (m-17t-1) en ex- 
trayant o,‘t de la série amputée de son premier terme: 


le, @) 
ey m x 
So =D) O2n-1 Taam} = = * 0,:t-®D 
0 


le. @) 
= hs sea 2, Cini 2n—2 
D= DS" Gn-1(10 E> T) eS P 
1 
les termes M,_, de la série ® sont alors sans dimension. On a le droit 
de mettre o,:t en évidence, car o;(qo, Z) est une fonction réguliére 
de x. Sy converge avec ® et ® converge si 


lim, _. 0 Gs)" = o (@ 2,7) <1. 


L’équation @ (qo, £, tT) = 1 représente une surface dans notre espace 
a N + 1 dimensions et la série Sy converge 4 |’intérieur du domaine 
limité d’une part par le plan t = 0 (& cause du premier terme mz?/ 
2) et d’autre part par cette surface. On ne peut donner plus de 
détails sans connaitre le comportement des o3,_;, ¢’est-a-dire sans 
spécifier le potentiel V(x). Etant principalement intéressé aux po- 
tentiels anharmoniques, nous supposerons par exemple 


V(x) = Vox (2) =1/2+m-w?- L?- py, (x /L) 


polynome de degré 2k en 2/L, la parité assurant l’existence des 
réflexions. Soit y»(w#) une forme de degré m en u, on a d’aprés les 
équations (8) et la définition de ,_,: 


Pat — (wt)? 1) (k-1) (x /L) 


et 
(Yo X, tT) = OT Yx-s (Jo, 2/L) 


Si k = 1, le domaine consiste en une tranche (limitée par t = 0 et 
wt = x soit tT = 2/w) d’épaisseur indépendante de &, ce qui est con- 
firmé par l’exemple page 92 de Vloscillateur harmonique dont 
l’action est connue sous forme finie. En revanche, si k > 1 la sur- 
face-limite est o(x/L,t) =1 qui pour | «| >L est asymptotique- 
ment donnée par |’hyperboloide 


wt + (|a|/L)*-1 = Const. 


On clét ici l’analyse de l’action Sp et entreprend celle des S,. 


Les actions S,. Avant de procéder au calcul des actions S, dans 
le cas général (N dimensions, potentiel quelconque), il est indiqué 
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de traiter le cas standard de l’oscillateur anharmonique a une di- 
mension. Soit 


V (x) =Vo: (a/L)2* 
le potentiel, et soit A, l’abscisse d’un point de réflexion 
V(A)=E dot A=(E/V,)!/2*-L 


ou E est l’énergie de la particule. Soit ensuite I’, l’action maupertui- 
sienne prise sur une période 


F= f paz = V2m Ef V1 — V (x) /E dx=V2mE -A- C, 


ou 
’ Sy / , I’ (3/2) P'(1/2 - k) 
C. x" eo See 
B= | V1—u?*du=4 T@2+12-b * 
La période T est donnée par 
lm _ OF ad I¢ Tae. 7~1/2k e | A 1—(k—1)/2k 
eae -=V2mLV>" Cr+ ge)? 
d’ot inversement on exprime |’énergie EF en fonction de T. Formons 
l’action 
4=F-—ET 
il vient 


4=Vx 7 = (k—1) 


k-1 fy er 
Ye FG | 2m-L-Vo"?*.C,- 


avec 

k+1)2kk-1) 

2k J 

Jusqu’ici T est une variable indépendante; si maintenant on pose 


T=t/vy ot v=1/2,1,3/2,2,--- 
l’expression 
(k+1)/(k—1) 


| abe 


Tt 


représente l’action d’une particule partie de l’origine 0 a t = 0 et 
revenue en 0 at = t apres n = 2-y réflexions (n = 1,2,..). On voit 
ainsi comment s’exprime mathématiquement le phénoméne de ré- 
flexion: la fonction initiale S(0, 0, 7) de l’action S qui admet, en 
l’absence des réflexions, une seule valeur, en admet maintenant tout 
un spectre 

S(0,0,7) — S,(0,0,7) = v- 7, | y y +1)/(k=1)_ 


i? 


=4,(t); n=2-y. 


A partir de ces fonctions initiales, on va construire le spectre d’ac- 
tions S,(q, qq, T). Etablissons d’abord l’action S,(q, 0, t). Pour 
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chaque m entier donné, on aura deux actions correspondant aux 
deux réalisations possibles du mouvement, suivant que celui-ci 


commence dans le sens + ou — de l’axe 2, soit: 
Y 
a Ye ) ra So, n (0, Qo» Ty) 


S,, (qo: 0, T) ef P 
xy (T, }+ So, n (4 0, To) 
ot. l’on a 


jm = + 1 
wT, —T%y =Tt wi +t 


. =T. 


Ov 


Enfin pour établir S,(q, qo, T) on remarque qu’indépendamment du 
sens du mouvement, il faut encore distinguer deux cas, suivant que 
n est pair ou impair. On trouve: 


n pair, » entier 


» | ys i ie oe So, n (qo. q: Toy) 
| mitt) ate So, n (q, qo To») 


S,, (q Yo» T 


ou 


=t et wT +t 


yj” 4 
"i, — Toy * v ov? 


n impair, v demi-entier 
nits) So, n (Gor 95 Ty) — So,» (059, 7),) (9.3) 


&,, (9, qo» T) a Pre F 
ty (Ty) + So, n (0 dor Ty) + Son (G9 toy) (9.4) 


ou 


Tl, — —e 


os 1+ 14 2+ _ 
y—toy Top =t Ob wT +25 +, =T. 


Ov Ov 

Toutes les So ,(..) des formules (9) sont données avec leurs argu- 
ments respectifs par des séries du type Sp» (équation 5 et 8); ces 
séries convergent pour Tt); < 7’;/y. On remarque en outre que les 
fonctions initiales S,(0,0, t) contiennent t a la puissance — (k + 1)/ 
(k —1) < —1, qu'il eft été ainsi illusoire d’en chercher le dévelop- 
pement par rapport a des puissances entiéres de t. On en conclut 
que dans le cas ou les points de réflexion sont du type 4, c’est-a-dire 
des points ot l’energie cinétique est nulle 


V(a)=E, AW~EM Ar (1/x)e 


le calcul de S(A, 0, t) ne peut se faire avec la série (5). Une telle 
série divergerait, car 2 se trouve sur la surface limitant le domaine 
de convergence. Nous avons conservé jusqu’ici explicitement les 
deux variables T;; et t);, liées par une seule équation a t. Etant 
donné que seules 7, ”, q, gg sont les variables indépendantes, il faut 
exprimer T’, et t), en fonction de ces derniéres. Une seconde relation 
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nous est fournie par le théoréme d’énergie: les réflexions étant élas- 
tiques, les trajectoires sont situées sur des niveaux d’énergie qui 
s’élévent avec le nombre des réflexions et forment un spectre dis- 
continu pour q, qo, T fixés. Prenons alors un des quatre cas de S, 


; 2 SN) ee és oe 
n=2» Sn saad ice) Ay T So, n (9: qos Toy) (9.2) 


avec 


1 (q, ) T), ; 


“OT ellie iat on: 


ide Ot... 


ov 


aS, _ o) 1 \k+DIE 1) dS, 
| 


done deux équations pour calculer T, et Ty,: 


u-2 


k+1 1 \2kME 1) m (q—4q)? 
- sf 7) oe 


oo 
ves 6 ee + 2h 
: u (2 i 1) oP) ul Toy 


k-1 2 3A 
et 
12, +h. oP: 

Si la question est résolue en principe, pratiquement le calcul est 
malaisé et ne pourra se faire que par approximations: de la seconde, 
on tire T; que l’on introduit dans la premiére, et l’on évalue tj, 
fonction de t en considérant que ti, <t. N’ayant toutefois pas 
besoin des solutions explicites, nous n’irons pas plus loin dans cette 
voie. Démontrons pour finir une propriété des S,, propriété qui 
jouera un certain réle par la suite: Les fonctions S, ne s’annulent pas 
dans tout l’espace des q, qo. En effet, q et qo étant toujours plus 
petits que A, point de réflexion, 


OY ~ tv “ kv 
So, n (q, Jo To y) = oy et Do, n (q, 0, Th v) ae = 


ces inégalités introduites dans les équations (9), on voit immédiate- 
ment que dans tous les cas S,,(q, qo, T) > 0, pour n > 0. 

L’analyse de notre exemple standard, |’oscillateur anharmonique, 
étant terminée, passons au cas général: soit un potentiel quelconque 
et N dimensions. Nous avions déja remarqué sous [I.1, page 93 que, 


dans un espace a N dimensions, les points de réflexion ¢; ne sont en 
général pas des points du type A, c’est-a-dire des points ot I’énergie 


cinétique s’annule. Ce fait est important, car l’inégalité t,| < A est 
une condition suffisante pour pouvoir calculer S(t, ¢ Ce, Tz) & Vaide 
d’une série du type (5). Soient done ¢; les points de réflexion, 


* 
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i = 1,2,..m et posons pour simplifier |’écriture 
L’action étant additive, on peut écrire 
S,, => S +8, .+-:-8 8 


0,1 n-1,n " Pn,n+1 


n 


n 
Y 
8, = Di Si 4s T= DT cai 
Vv U 


Par cette décomposition, on introduit explicitement les ¢,; définis 
sous II.1 et m + 2 nouvelles variables t;,;,,;; on pourra plus bas 
éliminer ces derniéres en utilisant comme précédemment le théoréme 
d’énergie qui fournit les n + 1 relations suivantes 

81 ue 2S, 


—— ee OT 


os 
0T),1 OT, 2 


OT 


—1,n __ 


Mn+ « 


n—1,n n>n+1 


n 
avec T = ¥'; T; ;4, on an + 2 relations pour les n + 2 variables auxi- 
0 
liaires 7; ;4,. Il serait en outre utile de connaitre la dépendance des 
¢; en fonction de q, qo, tT et d’un paramétre indiquant le nombre de 
réflexions. Bien qu’on ait la définition 
lt I ae PS — OS 
(p (4), (£4) = 0, avec p = -—- 
OC; 
cette détermination est malaisée, méme en spécialisant Jes champs 
de forces. Si 2k est le degré d’un polynome pris comme potentiel, 
on n’a d’immédiat que la relation qualitative, valable asymptotique- 


ment 
ail 4 1 \t/é&-1) 
t,\< 4i~(z-) 


2 


ou T; est lui-méme fonction de q, Go et t. Cette connaissance expli- 


> 


cite des ¢; ne sera heureusement pas nécessaire par la suite, on con- 
servera donc ces points de réflexion tels quels. L’essentiel est que 

as points se trouvent 4 l’intérieur du domaine de convergence per- 
mettant le calcul de S; ;,; par une série du type (5), soit: 


oo 
g = i,i+1 


2u-1 
poop 1 


Veit 


(F. 2) 


Cina Se) 

Ti,i41 
1 

= — / duV (¢, + (Cons = ¢;) u) 


0 


etc. Eliminons, comme prévu, les tT; ;,;, cecil par approximations 
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successives en se basant sur l’inégalité t; ;,, < t. Posons pour sim- 
plifier l’écriture 


t. 


i,i 1 
et en seconde approximation 


te ie 
tT, (1 2 __f ) pA (1 
m (2 v,)° / 


développons les // et la fraction, on a 


9 T2 p » 
Ses 7 ° 1 T yy a QD, 
wt Dy. m (2 v;,)* 
ot. lon a défini 
1 


@,= fduV (E+ (Leas 
0 
On a besoin de l’inverse 


sy’ 9 2 
<E%s — 


s oy, | m (2). v,.)? Xi UE 


2,0; P;, } eae 


que l’on introduit dans la série S; j4, 


Sea 


‘i 


SY oe 
Vi Ke UE 
T 


“ 

VU; aay. V 
' kr 
‘a : 


t,4+1 D T 


L’action S,, est alors 


S 


n 


. » J 
Genus Ci} | du V (u) 
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Par analogie avec la série (5) on est tenté d’écrire S,, sous la forme 
en 
(n) 7 
lu 05 u-1 (do 


0 


et l’on pourrait chercher la construction générale des of”_|. N’ayant 
pas besoin par la suite des approximations supérieures, nous ne 
pousserons pas plus loin ce développement. Pour finir, mettons en 
évidence une propriété de o), propriété que nous utiliserons plus 
bas; en posant o™, = %4-m- F?, on a: 

n - — 

F=2;| siag = Ge | > 0 

( 
dans tout l’espace de q et qd). En effet, F n’est nul que si 
Go = fp = fo = - - & = G. Ce cas trés particulier correspond a une 
immobilité compléte de la particule, ce qui peut se réaliser si la 
particule se trouve en une des singularités mémes du potentiel, 
possibilité que nous avons exclue. 

Avec les formules établies dans ce § (5, 8, 9 et 10) nous sommes 
maintenant en mesure de construire les fonctions K, définis par (1), 
de préciser quantitativement le sens qu'il faut attribuer a «t petit» 
et d’évaluer les contributions des noyaux au membre de droite de 
l’équation (3); ainsi nous répondre a la question posée dans | ’intro- 
duction et précisée a la fin du § II.1. C’est le programme du pro- 
chain §. 


III. Effets quantiques des forces de réflexion. 
A chaque action S,, on associe un noyau K* défini par la relation 


1 


|) Err bg 
K? ‘@ (ss7n) na exp { - S| (1.n) 


Lm Saf 
Pour mesurer |’effet des phénoménes de réflexion, la somme de ces 
noyaux est 4 substituer au noyau K, de l’équation (3) et l’on a a 
évaluer 


I(q,t) = | d* q 3), K0 (4,407) v (Yo 9) (11) 


dans le sens de contributions ordonnées par rapport aux puissances 
croissantes de t. Ce développement permettra de conclure dans 
quelle mesure les noyaux construits semi-classiquement se rap- 
prochent des noyaux exacts. 

Le noyau K®. C’est celui qui est associé a l’action Sp de la trajec- 
toire directe. Pour de petits intervalles ¢ — q» (domaine dont |’im- 
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portance se révélera par la suite), on peut construire ce noyau 
d’aprés (5) et (8): 
oo 


“oe 2n-1__ ™ (4-40) 
So 0 Ogn-1T°' ; ee 


2 " 
0 


2 
, 


—s 
oti l’on définit 
eo 
ME 2n-1. 
ae n[2n-1T ie 
1 
formons Dy 


/ J 0? 8, 
) ey a ra Ce 
ae ae 9904 9%. 
avec 
Re _ #8 


ee 9905 9% a6 990594 
il vient 


ald , 


To 
ed) aoa Syy 


Evaluons ce déterminant par rapport aux puissances de T, il vient: 


m\N | ‘< t \2 (2) 8; i S; k 
Do = <-> ( = ) 1 4 i ; S, or ( =I p dét. a oy 
1 dt, ki A kk 


A 


Bi, 
dét. 


ou l’on a posé 


F= 3.8, 
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ceci introduit dans la définition de K®, on a: 
- m  \NI/2 Tt 1/2 4 (ma? " 
=(san7) te") EGO} 
Détermination de t,. Sous I nous avons introduit qualitativement 
la notion de «t petit», c’est-a-dire tT << T,, tT, devant donner une 
mesure de l’inhomogénéité des forces et fixer une limite supérieure 
au choix de la variable t, limite au-dessus de laquelle K, n’est plus 
une bonne approximation de K exact, autrement dit son emploi 
n’est plus justifié. La connaissance explicite de K? nous permet de 
déterminer T,. On sait en effet que K? satisfait l’équation de ScuRoE- 
DINGER jusqu’aux termes en h?: 





ho : h? AVD. xz — 
(+5; +H) R=--3— VPo . Ko = U,-K° (2) 
’ OT “ VDo 
Uy, «potentiel quantique» est en général fonction de q, qo et T; il 
0 5 0 ’ 
n’est nul que dans quelques cas particuliers, ceux ot K, est déja 
le noyau exact K (voir exs. sous [). 
Nous disons que l’emploi de K, est justifié dans la mesure ou 


T° U, < ts 


c’est-a-dire dans la mesure ot |’action due aux «forces quantiques » 
est plus petite que l’action due aux forces classiques, cette derniére 
étant la différence entre l’action d’une particule libre 
= ( q a Go)” 
Do “a 


“ 


et l’action générale donnée par (5). Considérant q et qo fixés, cette 
inégalité nous fournit une condition pour t. Calculons Uy: 
m \N / tT 1 OD VD, t/mVF 
Dy = ( ") (1 +=F) Sg a 
Tt m Dy OG Dy 1+t/m-F 


1 AD, 1 ( t/m:VF 4 1 t/m-4F 


= Dy a 1+t/m-F v2 14+7/m-F 





1 
/Ds 4\ D, 
ne AVD) _ 42 _* yp. {1+1/m [F —1/2 (VF)*/AF}} 


“esa “VD, (2m)? — (14+7/mF)? 


(1+7/m F)? 


+Ujm(Sey ap. Basie -saionen) 


2m 
en divisant par 4F'- i 
(# \< Ss’ {_ (1+ t/m-F)? 2 


2m 


r : 
=, la condition devient: 


AF |1+1/m[F-1/2(VF)2/AF]) ° 
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Nous sommes naturellement conduit a définir la limite supérieure 
de tT comme étant la solution de l’égalité 


Ar \2 S’ | (1+7/m-F)? ) 
(sm) ~ AF \1+7/m[F-1/2 (WF)2/AF]) 


correspondant a la premiére intersection entre la parabole (membre 
de gauche) et la fonction du membre de droite qui est croissante 
en t et > 0 pour t= 0. Le choix de 1, étant dans une certaine 
marge arbitraire, il est commode d’adopter pour cette valeur la 
premiére approximation de la solution exacte, soit 


_ 2m S’ (ye . 
aks Bho ca ae 


l’erreur étant faite par défaut, ce choix est convenable. Introduisons 
maintenant les définitions de S’ et F, il vient: 


(12) 


1-(.,P)o "et 6,=—/ du Voter). 
0° . 


2 0 





Si V(a) est proportionnel a x ou 2x?, le potentiel quantique U étant 
nul, t n’est pas limité supérieurement, tT, est donc infini ce que l’on 
peut vérifier immédiatement avec la formule (12). 4 est directement 
proportionnel 4 l’inhomogénéité des forces; prenons par exemple 
V(a) proportionnel & exp(—ka) ou sin (kx), ’opérateur 4(Vo, V ) est 
alors essentiellement proportionnel & k4 et A ~ 1/k. t, ainsi défini 
jouit bien des propriétés désirées: il est une mesure de |’inhomo- 
généité des forces et il est d’autant plus petit que celle-ci est plus 
grande. C’est dans le sens indiqué par la formule (12) qu’il faut 
entendre «t petit», soit 
t<2— 22. 


Ceci précisé, revenons au calcul des contributions des noyaux a 
Vintégrale (11) 

Contributions des noyaux. La coordonnée qo étant variable d’inté- 
gration, il faut connaitre le comportement de D et S en fonction 
de qo non seulement dans le voisinage de q (équation 1’), mais dans 
tout le domaine d’intégration. Nous nous bornerons essentiellement 
a décrire l’allure de S et D en fonction de qp et 4 indiquer comment 
on évalue les contributions des noyaux. Pour fixer les idées, nous 
traiterons ensuite un cas simple dont le résultat pourra étre géné- 
ralisé progressivement. 
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Considérons les cas ot les forces sont attractives et dérivent d’un 
potentiel V = V (qo), la généralisation au cas de potentiels vectoriels 
étant renvoyée a la fin de ce paragraphe. On pourra tirer des infor- 
mations intéressantes concernant D et S si l’on considére d’abord 
la fonction donnant |’énergie du systéme EH = — 0S/dt = E(q, qo, T). 
Regardant |’énergie comme (N + 1)’ dimension ajoutée au N de 
l’espace qo, elle est représentée par une surface que nous appellerons 
surface-E par la suite. Si, dans ce méme espace, on représente la 
surface potentiel FE = V (q,) (surface-V), cette derniére enveloppera 
ou, si l’on veut, contiendra la surface-H. En inversant HE = E(q, qo, T) 
on peut écrire Jy = Go(q, EL, T) ou encore t = t(q, qo, EZ). La derniére 
facon d’écrire conduit a interpréter la surface-E’ comme surface des 
énergies et positions initiales qy, compatibles avec la condition t = 
const. donnée, la position finale q étant supposée fixe. 


Ou la surface-E est tangente a la surface-V, la vitesse initiale 
—0S/0q, est nulle; le point de contact est done un point d’extremum 
pour l’action S. Comme S se trouve a4 |’exposant de la fonction a 
intégrer, ces points d’extremum jouent un role essentiel. Nous ver- 
rons qu’en l’un d’eux, S est minimum et qu’aux autres, S est maxi- 
mum. Dans le cas de forces anharmoniques, ces derniers peuvent 
exister en nombre infini; ce sont des points du type 4 dont nous 
avons parlé sous II; ils jouissent de la propriété particuliére de 
tendre vers |’infini quand t— 0. Pour déterminer le caractére de 
extremum de S, il convient de calculer 


; “i ne NJ 
pour —* 0 (¢=—1...N), 


(3, 9 ox. mah 


étant sous-entendu que seuls les points ot. S est extremum absolu 
(c’est-a-dire relativement a toutes les composantes qo;) nous inté- 
ressent. Ces secondes dérivées partielles peuvent s’obtenir comme 
suit: soit Jy une position d’extremum, pour un tel point t = T(q, Go); 
pour tout autre gy on peut poser: t = T(q, qo) + 7. Nous nous in- 
téressons & (07S/0q9; 0q9x)x pour tT, =0; cette valeur étant un choix 
particulier de t, = const., il est indiqué de changer de variable et 
de poser apres la différentiation t, = 0. On a: 


(5 (=>) 2 
OGait, \ Tt OGo/T, OT 


(=) a: 
YG) | Oot 


eh... 
9G 
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et de méme pour (0/0q)t. Si l’on applique cette opération 4 S que 


l’on peut poser = S9(q, do) + Si(4, do, T1), On trouve: 


0S, oT OS, 


Os 
| Odo 0Go ; OT, 


a ihe 
0G T/T, =0 


Os, os st gon 7 e 
i ue —V(qo) pour t, = 0 
il vient 
Os oT 7 
— = — —— : V(qp)- 
040 9Go 
L’opération (0/0q9;,)z appliquée maintenant a 0S/dq 9; donne, pour 
T, = 0, la seconde dérivée cherchée: 
_ ar av 
O4ox 240: 


O28 -) 
940% 9%: / T/T, =0 


Cette équation suppose 7’ = T(q, qo) connu. En l’appliquant au cas 
traité plus bas, on trouvera que cette seconde dérivée est négative 
(S max.) pour les points du type 4. Quant au point, que nous appel- 
lerons a ou S est minimum, c’est le seul qui demeure dans le cas 
de forces harmoniques ou constantes, comme Il’indique |’exemple 
suivant : 

Soit V = 1/2 mw? q?; la surface-V est un paraboloide et la sur- 
face-E (voir exemple sous I) 
os 


28 _ mot G+ Got 2G. Ge) c08 wt 
OT 2 sin? wt 


’ 
K=— 
, = 


lest aussi. Ces deux surfaces ont un seul point commun (dans le 
fini) en Gp = Jo solution de 0S/0q, = 0 pour lequel on trouve aisé- 
ment 

: —— 

qo ee cos ot 
et 

O78 _g mo 
00d; gar 

Remarquons que Go| 0 et que qo), => qd; pour de petits t, on 
& Go q(lt+F w?r?) =q+(r2/2m) (0V/0q), résultats que l’on trouve 
en résolvant 0S/0q, = 0 par rapport & q, pour de petits t en utilisant 
la série (5) donnant S pour un potentiel quelconque. Mentionnons 
encore le fait que la surface-E est minimum en qo = @ (solution 
de 0S/0q = 0) pour lequel on trouve 


oS. .= VQ). 


1, = 4 COS WT pee LE 
Yo f oT 1o=o 
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Si V = V, (qo) (par exemple Cq”, C > 0, dy =| Go|, > 2 et pair), 
la surface-V est un paraboloide d’ordre n mais la surface-E se trans- 
forme entiérement. Rappelons en effet que pour un certain gy donné, 
une infinité de trajectoires, caractérisées par leur nombre de points 
de réflexion, conduisent de cette position initiale a la position finale 
donnée dans le temps Tt. Ces trajectoires sont situées sur des «niveaux 
d’énergie» croissant avec le nombre des points de réflexion. Consi- 
dérant la surface-H résolue par rapport a qd», cette fonction mani- 
feste une certaine periodicité en fonction de FE, car qo(K, ¥, T) = 
Go(E 7, t) = --- Uol(En 7, 7)---, Hy..E, étant les énergies des tra- 
jectoires 1 x.. n « réfléchies. En variant E de fagon continue, on 
voit done que qp oscille, mais en restant toujours intérieure a la 
fonction inverse de V 


do (q HE, t)C qo(V), aR 


Pégalité ayant précisément lieu pour les points de contact qo, 4 ot 
S est extremum. q, étant continue et oscillante, il existe une série 
de lieux géométriques caractérisés par l’équation 
(5%), = 0. 

Cet ensemble de lieux délimite des portions de la surface-F et l’on 
se rend compte que tous les niveaux d’énergie associés aux trajec- 
toires possédant le méme nombre de points de réflexion sont situés 
dans une de ces portions. Entre le point (q»,; Emin = V(q)) et le pre- 
mier lieu (09¢,/0E)2 =0, on a le domaine correspondant aux trajec- 
toires dites directes (les plus «économiques»). Le lieu (0q,/0E)? =0 
représente celui des amplitudes maxima que la position initiale q» 
est susceptible d’admettre, afin qu’un mouvement direct jusqu’en 
q soit réalisé dans le temps t. La projection de ce lieu dans l’espace 
Go est représenté par une certaine surface Ff = F’, enfermant un 
volume Q, ot l’action S,(q, Go, tT) sera définie. En dehors de 25, So 
n’existe pas. Les énergies des trajectoires 1 x réfléchies se situent 
entre le premier lieu (0¢,/0E)° = 0 et le second (0q)/0E)t = 0. La 
projection de (0q,/0E)t =0 dans l’espace qy est représentée par une 
surface F', enfermant un volume 2, ot: S,(q, qo, 7) sera définie, et 
ainsi de suite. 


Nous n’avons encore rien dit de D(q, qo, tT). Formé avec le déter- 
minant dont les éléments sont (07S/0q;,0q9 i)z, on peut calculer ces 
derniers aux points d’extremum avec la méme technique que 


07S/0q9 4049 i; On trouve: 


( _ _, oT ov 
0%%,990; /t/7,=0 0dr 9%: © 
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Nous allons montrer que D, qui est régulier dans le domaine 9,, 
est singulier 4 la surface Fy. En effet, dérivons |’équation d’Hami- 
Ton-Jacosi 0S/0t + 1/2 m (0S/0q)? + V(q) =0 par rapport a qox;3 
on a: 


0G, OT m 


ri) os 1 os os 
pA iv) di 04; 9 Ux 
avec 
0 dox 1 


d(dS/dt) 02 S/dqy, 9T 
il vient 


1 1 os 078 
(0q9,/0L)+ is m Os Og; 09; 99x i 


Os oS? si a rae 
ad ot — we - =—— = OO pour - Odor _ 9, Puisque est fini, un 
i 


04; 044 0dox OE 


au moins est infini, ce qui prouve notre 


Os 
04; 
rye C 
des éléments >~5— 
ie OF: Fox ; : 
proposition. Ce méme phénoméne se répéte pour D, a la surface F’, 

de son domaine de définition 2,,. 

Ces faits nous aménent a définir chaque noyau K” = Cte /D, exp 
i/h S, dans un domaine 2, limité par une surface F’,,, projection 
dans l’espace g, du n™ lieu (0q,/0EH)” = 0, et a interpréter l’équation 

0 0 /t 
fondamentale (11) de la facon suivante: 
+ OO 


. ie) co . 
1 N 7n = >” N ‘tp 
I(q ? T) / d qo n iG y n | d qo Kk? y : (11.1) 
ae VU U0 Qe 
Pour évaluer l’effet quantique des forces de réflexion, nous traiterons 
| | 
plus bas un cas particulier en détail, le plus simple qui soit, puis, 
en généralisant progressivement, nous montrerons que I(q, t) est 
donné par la formule suivante 


At 
2im 


+ 0(29? “exp a 9 (0)) + X exp; SG, Ans T T) > 


- yp (An) (1+ f(A,)) (11.2) 


ou » représente une sommation discréte et/ou continue sur le spectre 
An 
des points d’extremum is 
Comme exemple nous allons traiter le cas trés instructif d’une 
dimension, avec V = C- “Gop C > 0,n > 2 et pair et poser pour sim- 
plifier au maximum gq = 0. De ce fait on a aussi qy = qo = = 0, les 
minimas de la surface-E et de l’action S coincident 4 l’origine. Cette 
simplification n’a pas d’autre conséquence que de permettre des 


I(q, oe exp Sq, qo T)° | »(7 0) ae y "(Go) - 0(7?)| 
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calculs aussi exacts que possible et les généralisations s’avéreront 
aisées. Nous allons donner les valeurs de S et D pour toutes les 
classes de trajectoires et pour les points gj importants tels que 
dJo= Wo =9(S min.), qgo=A(S max.) et gy =Qy (D infini); ceci sans 
entrer dans le détail des calculs, ce qui nous entrainerait trop loin. 


En ce qui concerne K°®, on a: 


“ e 2 0.2 Ca,” 
pour qd) ~ 0 (voir équation 1’) So(0, dost) = os — . 
oi. i 


to = 8S’ de (1)’ = [1— r?o] 


2T 


tA == de (1)’ Do(0, qo, t) = [1 + 22.4]; 


pour qo = 


A 
mn [m [ dx ; 
T= V3 / -Vs5 Ji-nl2 On 
0 
1 
~ [ dt P(1+1/n/) (1/2) 
ae ee — 
( 


yi-m  Tdj2+1fn) — 


J 
) 


T=tT 


—(mVeRC\rt Rom 


0 
n—2 [mC $1 
So (0, Ao) = So = on Xn |/ wists i" 
So (0, Ao) =0 
S50, 49) = Sp =— 1m (5 ia’ 1) a + 
NO, Mm 


Dy (0, Ao) ae as 


tT 


“3 


et pour Gy & Ay 
Y rel 1 , 9° 
S(0, qo, t) = So(0, Ao) — > (Go— Ag)? n (> —1) us al 
Pour le point gq = Qo solution de (0q,/0E)° = 0, le calcul donne 
approximativement 


Qo = Ag(1+ do(n)) —dg(n) = 0 (av) : 


et sil’on calcule D pour gy = Qo, on trouve en partant de la formule 


m (OE 
aes aE (aq, 
A,(u) 

D, (0, «, *) = — ae 
0(0, u, t) = — <- 


), et en posant gy = Ag (1 +4): 
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ou. Ay est une fonction réguliére de u, et tend vers une constante 
quand u tend vers dy. C’est tout ce dont nous aurons besoin en ce 
qui concerne le noyau K°®. 

En désignant par v le nombre de réflexions (au lieu de n utilisé 
auparavant, ceci pour éviter toute confusion avee n actuellement 
degré du potentiel), on a 


pour q = 0, avec 


5, (0, 0, «) = (2 #)*-* 8, 
n 


S)(0, 0,7) = + V2mC dy? (2 »)"-? 
S’(0,0, 7) = 


indépendant de v! »+0 
D,(0, 0, 7) 


+ D,(0,0, t) = 


pour gq = +4 


S,,(0, A,) 

S* (0, A,) 

S5(0, 4) = — n(n — 2) a2 (2 » +1)? 
(2 ¥+1)2 S0(0, 2 


D,(0, 4,) = (—1)” (2 +1) ™ 


et pour gy = Q,, en remarquant que 


a a. a 
&~ << dy soit 
et avec 


Jo = A, (1+ 4) 


' 1 
D (0, u, t) = (— 1)” ™ (2 +1) 2, 
A Tt Vo,-—u 
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Il sera utile par la suite de connaitre S dans le voisinage immédiat 
de son maximum en q») = A,: 


S(0, do, tT) = S,(0, 2,) + 3 (Go — Ao)? s/(0, oe 


1 
2 
avec dy = A,(1 + u), uw variable, on peut mettre S sous la forme 


S,(0, qo. tT) = - 


WV 


n—2 
— 


2 m 


~~ a+ a 


Baiind 
=T n—2 . 

Les formules données ci-dessus permettent de construire les fonc- 
tions S, D et la surface-E qui se réduit & une courbe. Dans un plan 
(qo, E), la courbe qo(E, t) s’inscrit dans la courbe gy = (E/C)'", elle 
lui est tangente aux points 0, + d,, et a ses extrema aux points 
+ Q,. Dans un plan (S, qo), Sp croit comme une parabole pour de 
petits qo, puis sa pente décroit; Sy passe ensuite par un maximum 
€N Go = + Ap, puis décroit légérement jusqu’en gy = + Qo; au-dela 
de | Qo |, So n’est plus définie. A partir de + Q» une branche de S, 
commence avec une méme valeur et une méme tangente que So, 
puis augmente pour qd, décroissant, passe par S,(0,0), puis atteint 
son maximum en gq = — A, enfin décroit et est définie jusqu’en 
Jo = —Q,, dot s’embranche I’action S, définie de — Q, a + Q,; 
de méme pour la seconde branche de S, qui est définie de — Qp a 
+ Q, et ainsi de suite. Quant a D, son analyse montre que dans le 
plan (D, qo), Do est symétrique par rapport a 0, positif, croit lente- 
ment jusqu’a + dp, puis de 1a tend vers l’infini comme 1////qg —Qo| ; 
il y a ensuite changement de signe, D, est négatif, vient de — co en 
+Qpo, croit pour gp) décroissant, passe par un maximum (< 0), puis 
tend de nouveau vers — co en — Q,; il y a alors nouveau change- 
ment de signe et ainsi de suite. De méme pour la seconde branche 
de D, également négative et qui est définie de — Q, a + Q,. En 
désignant par (a, b) l’intervalle a <q) <b, et en posant Q;’- =+|Q,], 
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on obtient le schéma suivant donnant les domaines de définition de 
S et D, done aussi des noyaux: 


(Q7> Qc) + So, Do, K° 
RR Tames (Q51 Qt) > St, Dt, Kr 


nee Lae 

{ _ “> -}- P Y— _ rTy— 

(Q, > Q-1) a - - 
Remarquons que l’existence des singularités de la densité D a une 
conséquence importante en ce qui concerne les «potentiels quan- 
tiques» U,, qui pour q, + QY, ont le comportement suivant: 

‘ — h? Ay D, -" 1 
v 2m VD, (Q»y—%)? ~ 


Nous pouvons procéder maintenant a l’intégration de |’équation 


(11.1), ob Y' = Dd; 


Q; Q i. 7 


1(0, T) = / dq K° yor Pa / Kk” re / tia y (qo) dq. (1 1.3) 
Qo eo. Ov 
Contribution de K°: étant donné le comportement de Sy et Do, il 


convient de séparer le domaine d’intégration comme suit: 


D ia she és a a 
I,= | dqo| Snik XP % Sov | + ) Ky agy 
—Q 


+Qo f —8s —& +8 +& + 


\ =Qe —& —e T rs 1 +€ 


=Iy*7+77'+Q+'+1 


2 


0 


ou ¢, est choisi aussi prés de l’origine que l’on veut, mais indépen- 
dant de t et & est choisi = Ay (1 — d9) par symétrie avec Q = 
Ay: (1 + 59). Calculons d’abord J}; dans le petit intervalle 2 ¢,, on 


So = Sp (0, 0, z) + wt 8 [1 — ro] 


Dy = — (1+ 774); 


posons 


+e +eV 


qo(1 — 220)? /=W 


—€E; eV 


, a dw 
fo = =a ay Bz? Wo] tay) 
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afin de simplifier |’évaluation de J}, évaluons 


jl —- te) imW? (14724)! 

Ee ant | si Ne ns | rn) | 

/ |/; 2Qriht | dwe a‘ (1-1?.0)!/2- 4 72W(o'/(1- 720)!/?) Liy(Wiy )/ 
oil 


<2, Vaz "% aT *Max/(4 +.) p/+ t? = 0-(e,°7?/?-M) 

d’ot 

—— + a mw? 

/ m 2 

I =|/- —_ exp {5 S(0, 0, 2)}- | dw e2"* y(W) + 2,0 (7%)-M. 
—é 

Afin d’obtenir par intégration partielle la compensation des termes 
de la forme /t exp ie?/t- y (0), il convient de poser 


y(W) = p(0) + (y(W) — (0) 


et avec 2it/m = 3, ona 


+E iWw* 


Vaia [ we” vO) =v) |1+2) sp --aye exp “F -(1+0(9)| 


—E, 
=| en 2iWw? 


as ai, Se 
—> 2iW v7 1 o» wW)-y() |\+e 
Vx g | dwe * ~Z— 2iW/e \uio®° ~2iWe |, 


—& 
— re iw? 


-/3 _ [ dwe oe fap) — VW) v0) | 


ET 1 ake W i 


. 
en développant sous la derniére intégrale 

y(0) = y(W) — Wy(W) +“~ p"(ow) 
avec 0 < O <1, O = O(W), il vient 


ié,* 


=) ee” > + &) + p(— &) — 2 y(0)} — 
mid > 


+e gw 
- V3 — g {am ee aes Wy" (OW); 
en développant a nouveau 
yp" (OW) = y"(0) + OWy"(O'W) 
avec 0< O’< 6, O’(W), on obtient 


~ té) 


e” 5? fy(+ 1) + y(—e)—29(0) } 


Qi & 
_-ty0 (1a) af, 
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En tenant compte de la compensation des termes ~ //# y(0) la con- 
tribution de J? est donnée par 


/ ——— At p 4 
v0)— 35m v"(0) +) gate eh me, C+ &) + v(—en)] 
+ 0(1r*?). 
Calculons I}? 


a “das te exp - + 8): ¥ (qo) 


rs 


par intégration partielle: 


el + se Vee 

Itiae®. V 22th /- jd e* _9 VT xen 

' re ea 
ii 2% Ei & 


h 0% 


n 


(- Sadie a = (i +0 (r?)) (s),..7 const.t ” 2 


Dye, =~ (14+ 0(t%)) Dye, = tn —— [1 + 0(t9)] 


il vient 


/ h 
7 . <a ' - w(t &) [1+ 0(r)] + 


Mt & 


n 1 i 
——-— —S§(¢) 


+0(2" a em | 
De méme pour la contribution de J>', on a 


i me? 


7 mM ; h ot Ar = . 
—\scuxe ree €,)(1+0(r + 
2~- > FS(-e) 


Si l’on additionne Jy! + I? + I~’, on voit que les termes 
ime 
~yt e3ht (y(+ &) +y(—4)) 
se compensent de sorte que 


+&: 7 ; S(0, 0, t) ht ” 3/2 
[dake y =e Lv (O)— aime #0) +(e] + 
as 
{ t m &,7 Ss 2 
+0(eeh 3 y(o)) +0(z2 0” 


1 
2 
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Il reste a intégrer If *, Iy?; avec qg = Ao(1 + wu), il vient 
2 + 8p {i 
/ m 4 tb 
| eases} du / e 
alia ‘ ‘dg— U 
3, V9 
2 ta + by ps = 
m m \n-2 € Xo : ae 
=| sig (% | >)" h x [dul = 
aks oe, ) Xo 5 V bo- U 
& cause de la singularité u = do, il faut encore séparer |’intégration ; 


+ Bo 


+ 6,’ 


on pose 
f= f+ | 


0 6,’ 


—o, 


et il convient de choisir 4)’ = 6 — «+7 , alors, avec dg — u = ¥ 
ax 1 i b(d.—v)? 


1 a (aot. m 
const. — | dvv *VA(6—v)e ” ” -p=O0(z)/*p(Ay)) 
Va 0 
La singularité ayant été éliminée, il reste 


iu? 


+6,’ 
1 fia ta Sha, 
:onst. — dul) — h2y *(A,(1+4u4)) = 
7 Vz e ‘ | V d9- u . is ( o( u)) 
a v(i) | 


i 6? | 


14+.0|yz-e we 


de sorte que 
+0 (x) 


Q 

I}? = | dq K? py =e” ® p(dg) [1 + 0 (x3) 
é: 

et il en est de méme pour la contribution de J>?. Ainsi la contribu- 


tion de K® est donnée par 


+Q. ; 
| dqoK? y = exp + S9(0, 0, z)- [p(0) —3 =, v"(0) + 0(2%) y| 


i mé,* 


Qo 
i ~ $(0, + 4) ’ | - 
—" y(0)) +e p(t Ag) [1+0 (x44) + O(x0)"”]. 


+0(2 


Contribution de K%; on pose 
Q5 t s6g? Q> 
[Ke vdg=| [| + | | Ke vdao 


Q,-1 Q,-1 E_” 
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ou: &} = A,(1 — 4,). On calcule la premiére par intégration partielle 
comme pour I} et la seconde comme J?; on trouve 
0 0 


t 8(— 449) 


Y (te eh y(—A, yo + O(y, Pa 


sa) P 
Leh p(A,) [1+ 0(z,)'* +0 (z,)"” 


1 “ a 
4, = 3 “ S 0, A ) = — 
hy Ko (2 v+ 1)? nin-2 ( v dv 


Pour l’exemple traité l’équation (11) devient ainsi 


S,(0, 0, 7) ; sf 
1(0,) =eh |» (0) — PT y"(0) + O(32) y 


Zim 


wme P 
v S(O, +4y) 


+Olr2@2? “y(0)) + EE p(EA,)[1+0(y4) +0(y4)]. (11.4) 


En admettant que y(xz) > 0, done que y(A,) < y(A,), la derniére 
be* 


somme peut étre évaluée a 


. . L¢ i const. 
oe & @ 


azo * p (Ap) = (= eh % w(Z.) = P +2in 


v= 
Ces résultats correspondent au cas d’une dimension. Pour un poten- 
tiel analogue et & N dimensions, on intégre l’équation (11) en en- 
tourant les naan de S de petits éléments de volume appropriés 


et oe ene >. La généralisation du cas précédent donne ainsi 
a 1 J, 


+2 (O, 0, 7) 
7 See 
1(0,t) = ¢ [v(0) a y"(0) +0(z | 
3.N ime, iconst. — 


n+2 
F n—-2 r+2/n—2 ia ; ~ 
+O0\r? @2ht v(0)) +0(r et y(do)): (11.5) 
Si maintenant q est différend de 0, il faut se souvenir qu’en q» = 
qo(q, Tt) S était minimum et qu’ainsi |’équation (1) devient, en inté- 
grant I? de @g—€,4 40 + €1 


i os 
So(q; qo; T) 


I(q,,7) =el |v (qo) — 


ae 


v'(do{ + thx(t4.y) (11.6) 


[fy(t+4,y)/ > 0. 


|/r—>0 
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Ce n’est qu’en procédant 4 un développement en t plus poussé que 
l’on retrouve le résultat conventionnel, comme le montre ce qui suit: 


1 
SoG, Gost) = A [du V (Go + Fu) +0(29). 
0 
1 
oS = (G- Go) ae of 5 
Go = aimee madi Tq, / du i 
0 
os = - t? OV 
ag,7° —_> do= 4 + 2m hl 
S(q, qo.) =—tV(q) + 0(74)--- 
< v6) 9<&)<qo 
= p(q) + 0(x? y’(é)); 


avec ces valeurs, il vient 


v(qo) = v(@) + Go—4) 


i.2-= 
= So(4, Go, 7) 


eft 


Ainsi, I(q, t) devient 


I(q, t) =y(q) — Hv (q) + t9(0.y. 7) (11.7) 
ou 


9 =(qo—4) v'(é) + E are (1— ¢ rio) v (do) +fy(Q-7¥)- 
ig| > 0 


|/t—0 


Si l’on se reporte a l’équation (3), on remarque que la formule 
ci-dessus lui est identique. Toutefois, avant de formuler le théoréme, 
nous allons encore traiter le cas général de forces dérivant de poten- 
tiels scalaires et vectoriels ainsi que du temps. La définition (1) de 
K, demeure valable, mais le temps initial ft) et le temps final ¢ inter- 
viennent explicitement en plus de t = t — ty. L’action S est solution 
des équations 

os 1 os 


st +A(q,t)) +VG,t) =0 


2m \0dq 
et 
os 1 os 


— Se + Bm (dq +A Got) + VGo> te) = 0. 
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Nous prenons du chapitre IV (Généralisations) les formules (18. 0, 
.1, ..) donnant l’action S pour de petits intervalles t et & = q — qo: 


N wi ; 
S(q,4o,t) = 7,m = — | dv[a,A;(q—xv,t- tv) +1tV(q-< v, t-t0)] 
- 0 anne 
1 1 1 


os mM x; i r) F O o 
= | AoA — ee [dvA,—t dvut 
040; T z ~ Fe 090: . . a! 

0 


0 0 


Ona 


et le minimum de S est atteint en Gp =» solution de 08/0q9 = 
pour laquelle on trouve 


do=49 — ~ A(q, t) + 
ainsi 
Y = = \ a iad ‘ 1 4o/ > h . 
S(q, do t) = —t(V(q,t) + 5— A%(q, t)) + 0(z?). 


Pour connaitre S dans le voisinage de son minimum, calculons ses 
secondes dérivées partielles 
O28 mM « ft ew 0 A). : 
~ i ee + +O), 
990i990% _ T 8% 09; 


dok = Wok 


ainsi, pour Go & qo et AVEC Go — do 


1-4 "Tea ghee 1— (m : OA; m oA 
S(q, 40.7) =S(4; 40,7) + z= g © i > Oin + oa. es eS 
=) 


Evaluons aussi D(q, qo); avec 


)2,8 1 (0A; ) A, / 
C tare m bi, as (“  .. c *) + 0(r) 


04; 99K T . OF"; 04g; 


et les formules établies au début de ce chapitre, il vient 


y N 2 Ye 
D = | )* Ny i y 3 pe 028 ae 0 (72) ie a 
=: | m < 1 0q;94; J 


-(™) eer. 


Ces relations introduites dans la définition du noyau K? permettent 
de calculer I,(q, 7, t)). Par une rotation convenable des axes Z;, 


rotation telle que 
1 
9 D>, te ike £ k “24 BE Fg 
“ik 


70 
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et en appliquant la méme technique que celle utilisée & une dimen- 
sion, on établit aisément que 


I9(q; 7) a Ke yd qu = 
/ ( = 1) — O28 - P a” 
04; 99 ox ; Sa. Gos 7) ——— ere 
= 028 | 40k | e! (1— Dim p*) y+tf(q.y, Tt). (11.8) 


oy) Voi 0) Vor Lok Tor 


Quant 4 la contribution des noyaux K?%, elle est du méme ordre que 
celle établie précédemment et nous n’y reviendrons pas. En revanche 
nous allons développer en détail le résultat ci-dessus. Avec 


os m\N OA; | 9 
090: 990K | doi doi ( T = st ee 3a; . ao 


et D(q, qo), il vient 


/ 14+72F 1 )A 9 
Sects ni 2 oe 
/ t OA; 2m Og 
i= 

m 0g; 


exp = S(q,4o T) = exp — (Vv + o AP) = 


et enfin 
ra) 


v (dos ty) = v(q, ty) + — bY Y (q; to) + O(t ) 


- p(s to) — = ( A,. 57) y (q5 to) + 0(t?) 


m 


l’équation donnant J) devient 


(i—1 + 4) (1+, (v@,n+ 3 4G) (v@— 


2m OG, 2m 


fds. we ht =. Le ee . 
Mm a ae Ayp)+0(r? “ae V(q,t)+ 


1 h OA ae Or) lL Ze C | 
2m i 0G A a oq) 2m A ra a} ‘|| y + 0(z)* 


et en remarquant que 


(p+ A)? = p?+p-A+A-p+ A? =p2+2 A-p+ A®+ (p, A) 
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on a le résultat final: 


Ig(q;7, to) = | dQ) K} yp = . a % | 2m 
+ tf(q,y, T, t) 
et 


I(q, 7, to) “| > Kryd = i — a H| p(q.ty)+79(q,¥y,T) 
; un (11) ” 
ou 





lg] > 0 
=> 0. 
La contribution essentielle des noyaux est fournie par l’équation 
(11)’ (c’est-a-dire par K°®) et l’équation (11)’’ remplit les conditions 
exprimées par |’équation (3), relatives aux propriétés des noyaux 
semi-classiques; d’ou: 

Théoréme. Sous l’hypothése de petits intervalles de temps, l’effet 
quantique des forces de réflexion est négligeable, les noyaux semi- 
classiques ont les mémes propriétés que les noyaux exacts et seule 
. . ri 1 sy . . . 
importe la connaissance du noyau K°® dans le voisinage du minimum 

‘ d c 5 
de l’action Sp. 


IV. Généralisations. 


Sachant maintenant qu’il importe de connaitre K®? seul, on peut 
se proposer d’en généraliser la construction pour les cas susceptibles 
de se présenter pratiquement. On supprimera dorénavant |’indice 0 
de K?, toute confusion étant exclue pour la raison citée plus haut. 


IV.1. Généralisation du calcul des actions. 


Dans le cadre de la définition (1) de K,, les cas non-relativistes de 
systémes conservatifs et non conservatifs sont inclus. On va les 
traiter explicitement. 

Cas des systémes conservatijfs. Prenons |’exemple courant d’une 
particule de masse m douée d’une charge + e soumise aux forces 


dérivant des potentiels e ®(q) et e/c- A(q). L’action S suffisant a 
déterminer K,, on a a résoudre les équations: 


os 1 (0S e ~—>.\2 — ee 
ot | 2m Zz c A(q)) +e®(q) = 0 


(4") 


os os 2 > \\2 
: ( : A(qo)) +eP(q) = 0. 


dt ' 2m\ dq « 
Le temps jouant un role particulier, il est indiqué de chercher S 
sous forme d’une série en t, mais les forces dépendant de la vitesse, 
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0S/dt ne posséde plus l’invariance par rapport 4 l’inversion du 
temps; la série possédera donc des puissances impaires et paires 
de t, soit 


S= Yi, 604s Go) 2. (18) 
1 


En introduisant cet essai dans les équations (4’’) et en annulant les 
coefficients des puissances successives de 7, on est conduit a écrire 
deux systémes d’équations dont le premier est: 


(TF J=2mo4 (13.—1) 


0o_ 005 © apy 
a A(q)) = 0 (13.0) 


(14.1) 


(14.2) 


(14.n) 


Quant au second, il n’est pas nécessaire de |’écrire: on remplace 
simplement dans (14) ¢ par qo et 0/0q, par — 0/0qp. 

Solution. La condition de régularité imposée 4 S et la condition 
initiale S(q, Go, 0) établie sous II.2 pour des forces quelconques 
déterminent l’unicité de la solution. On a: 


m od => ~ 
a. 2. : 
O44 = 3 (1—o) ; (15.-1) 
en introduisant 
ee ee a Re 
mog 1 iene laa 
dans (14), on obtient un systéme analogue au systéme (7), il n’est 
donc pas nécessaire de l’écrire. Toutefois, une équation est d’un 
type nouveau: c’est (14.1) qui devient 
> 06 es) 
(2, 52 —— 4) =0. 
O”g c 
Notons que la solution 00,/0q = e/c A est exclue, car on aurait la 
contradiction : 2 
rot grad o, = 0 = e/c rot A = e/c H! 
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posons donc 
Ody _ 
oq 
alors 


Formons 


{1+(@,V)}z%=+[2. A); 
on retrouve un type d’équation connu dont la solution est 
; , 
% = | dula-u, H(qo+au)] 


0 





1 
0% e7F @ a ae a Sa 
ya A 4 ai dulx-u, H(qo+ru)] 
0) 


et l’on peut maintenant intégrer o). Exemple: 


H = const. A = — : [q, H] 
do, eT ee aes 
om 2¢ [q,H]+- [@— do H]= Qc \JVo> A] 
= ss (H, [q. Gol); 
et dans le cas général: 
1 
= - | du(a, A(Gg +2 u)). (15.0) 


0 





On remarquera que dans toutes les équations (14.n) suivantes, 
00,/0q et e/c A ne se manifestent que par leur différence e/e 7. La 
solution de o, et des o, suivants ne comporte pas de nouvelles diffi- 
cultés et l’on a: 1 

61(4,499) =— | du le Pq + ru) 


0 


1 9 
eT ae P ss ast —1 OGn_1 er) 1" (52 On» | (15.n) 
On({ +o) / du u ( aq’ x +5 mou? dg’ o”¢ ranted 


7(u)| (15.1) 


2 mc? 








pour n > 1. La convergence de la série (13) se discute d’une fagon 
analogue a celle de la série (5) en spécialisant les champs. Dans 
l’exemple précédent ot H = const. et ® = 0 on trouve évidemment 
que (13) converge pour tT<a2/@ w= e|H|/2 me. Sous III, page 111, 
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nous avons calculé la limite t, de t pour un potentiel scalére. En 
adoptant les mémes conventions dans le cas d’un potentiel vectoriel, 
on trouve 

2m 42 


T = 
1 ih 


avec ' 


i= : [du « A(qo+@u). 


0 


7 $ 
vies era; st 





S connue, on peut calculer D, construire K, avec (1) et l’utiliser pour 
des temps t < T, évalué ci-dessus. 


Cas des systémes non-conservatifs. Si ’hamiltonien dépend expli- 
citement du temps, S = S(q, t, do, to) et le noyau K, dépend de t, t, 
et non seulement de leur différence 7; toutefois sa définition de- 


meure 


er -ercwetas |. 28 ib. 1% 
K,(q,t, dot) =(—2 ath ~NP ( dét. ~- ) exp /— S}. 
ACE Wo 0) \ ) 990; 9% ] "i J 
Reprenons |’exemple d’une particule chargée dans un champ électro- 
magnétique quelconque, on a alors a calculer S, solution des équa- 
tions: si ™ 
1 os € ys 2 oad 
— (— —— A(q, t)) +e®(q, t) =0 
at itn ¢ ACG: #) (q,#) 
nv? 
et (4’”’) 
os 1 os e@ yr 2 _ 
O34. Sia tas: 
Oty 2m | Odo c (Jo 0) (do to) 

Dans ce cas, le temps ne jouant plus un réle particulier, un essai du 
type (5) ou (13) n’est plus justifié. Mais l’intérét des développements 
en série de t était du au fait que ces essais «linéarisaient» les équa- 
tions d’Hamiiton-Jacosr. C’est cette linéarisation que l’on re- 
cherche et que l’on peut obtenir comme suit: constatant que si, 
dans la série (5), on pose V = e-@, le développement en t est simul- 
tanément un développement en puissances de e, on supposera dans 
notre dernier cas que S peut s’exprimer en une série de puissances 
de e, soit 

S=8,+S8, < m S,- ---+S,+--- ot S,~e (16) 


“nN 


En introduisant cet essai dans les équations (4’’’) et en admettant 

qu’elles doivent étre satisfaites pour toute valeur de e, on est conduit 

a écrire deux systémes d’équations dont le premier est: 
OS, 1 (08)? _ 


“Of 2m 


iG (17.0) 


Os, 1 { OS, Os, — ée f OS, % . > \ 
ot ° m | o”q x7) me (3g A iil al 





Vol. 28, 1955. Traitement semi-classique des forces générales. 


oS, , 1 (08, OS.) 1 dS 2 \2 
0 7 vm ( 0) 7 : ia) ~ 2am ( iG - ; A) 
OSs; 1 ( OS, OS), : 1 (2-1 Os, ; 4 4) o 


oi m\ dq’ oq 


ot  mi\oG’ o¢ 


ie: Pa 
2m - | o”q : oq) (17.n) 


; 
et le second que |’on obtient de la fagon connue. 
Solution. Les mémes conditions de régularité et conditions initiales 
sont encore valables et l’on peut résoudre le systéme par récurrence. 
Donnons-en les solutions: 


So = mi ie a Te , P (18.0) 


qd 
(¢- 





1 
S,;= / du pe t) + : zt A(q, ) oe (18.1) 





du lu (Sa 





° 0S,., 08, 
/ du og ’ O© 





tgs (aa. ae, 
ae bia (‘ —, ¢ Kr Gotaeu, (18.n) 


2 O”q O”q ones 





La convergence de cette série se traite de la fagon connue; il nous 
reste & déterminer la limite supérieure de l’intervalle t—t, au- 
dessous de laquelle l’emploi de K, est autorisé. Cette limite sera 
fonction du temps initial tf. En appliquant la méthode habituelle, 
on trouve: 

t— ty <& Ty (to) 





S,(t = ty) WR gy e — 
——) S(t=) [du r A(c xu, ty)). 
7) S(t, — ty) 1 — (cA (Gor 0 ) 


0 





Cas des systémes relativistes. En prévision d’une construction rela- 
tiviste des noyaux K,, calculons l’action S(q,, qg,) qui satisfait les 
équations 

4 , 
Os e€ 2. — 
y, | a ®,) + mc? = 0 
SH A\om cc * 
(19) 


$a(-ah-teytrmeo. 
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La méme hypothése d’un développement (16) en puissances de e 
permet de linéariser les équations (19). On obtient un premier sys- 
téme (ia sommation sur / est sous-entendue) 


/ OS, \2 Te oe 6 
BEY ante ano 


2(38, 2 —£0)) =< 20.) 


a8, @8,\) 1,788 e\2 ae 
Ge a -F Gs - oe) 


os 8,1 (a8 1. +t ee., 06, 
fi. ") og e-~ ie. 7 : ®,)) +3 Do ere ie) (20.n) 


et un second associé au premier de la fagon connue. 


Solution. S est une fonction réguliére de q, et qo,, dont la condi- 
tion initiale est donnée par S(qo,, dg,) = 0. Le premier terme de la 
série représente l’action d’une particule libre. Posons 


en ze 
2 


' af 2 : 2 re 
L=u—ds s=\V2,G, s=ic. O, 0 = |/2—- 


il vient 


c 
Si =+14- mg: cs = = my: c*?-O; (21.0) 


on a deux solutions correspondant aux énergies + et —. Il est com- 
mode de les réunir en posant 
| 


Y x e 
So = €°My'C'S ou e= +1. 


Le second terme, solution de 


(2 = _ - ®;) =) et (2,, ie 


he Og, ne OG 


peut se calculer comme suit. Soit 


1 OD, OD; 


Apu Og, Od’ 


4 


posons 
OS; e 
AYA * ®, Wisp xh? 
alors 
On Ox tcc “a 


AY ee On Au Hd 


(x, 43) =. 
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Formons 
_o (x = On, +2) Om _ 
2G: AXA = “Apkar % — 
avec 

OK = 9ku sven) ae 

F . O*Fn dq, eee? 
il vient 


i Oxu 1 
Sau Xy+ Ta xq, — TaF ur =9 


o) 1 
{1 + ZL} sal Xu = (xy F Lu a) e 
C’est une équation de type connu dont la solution est 
. 
in = + / duu Ly Fy A (qo + ru) 
0 
compte tenu des conditions citées plus haut. Avec ce résultat, il vient 
F 1 
é ° 7 
=>|9.+ / du ur, Fy g(qo+ xu) 


0 


08, 

O%n 
. 

Sy ar < / du (x, D; (Qo» a a,*%)) : 


0 





Si, par exemple, F’,,, = const.,, = F),, on trouve 


Y e 0 
S,=— De Iu Pug Wi: 


Si l’on introduit Sy dans (20.n), on a a résoudre des équations du 
type ) 
x Cc 
EMAC - Og Sh = fn(Q) 


dont la solution qui nous convient est 
1 


e 


S, =- a / du fa (Qoy + Ly°%) 


EMC 
0 


cette formule générale donne les solutions cherchées: 


c 


} 
me (ec) | OU 2a 23 (21.2) 
0 





i OSs. F 
[aw a (21.3) 





1 "CF (a8... 28,) : 
y, ) i Fores P al - (21.n) 


2 
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On remarque que les S,, dépendent explicitement de s, de z,, de q, 
et doz, que d’autre part 0S,/0q, et (e/c) ®, ne se manifestent que 
par leur différence (e/c) 7,. On voit ensuite aisément que 


Y f —g \n-lfe\ ,— , i 
Sr i ( € _ (<) |x|)” ou x ~~] | Fy, 


7 O \n-l/e ,- n 
ee |, : 
Sn ( 7 (< \z\) 


et l’on utilise cette forme pour discuter de la convergence de la série 
(21); on procéde de la méme facon que pour la série (5). Enfin, si 
l’on écrit séparément les deux solutions de (19), on a: 


=—mc?04+8,+---+S8*; Sr~ (- =)" ‘ - Ixl)" (21), 


Mo c 





=+mc?O+Sy+---+8,5 8 ~(2)""(Elzl)"  en- 


Mo 





On va développer une seconde méthode de calcul de l’action rela- 
tiviste, méthode dont nous aurons besoin par la suite, et qui ne 
repose pas sur l’hypothése d’un développement de S en puissances 
de e, mais qui fait intervenir explicitement le temps propre ? comme 
variable auxiliaire. On substitue a |’équation 


oS _e = 
( —"s ®;) +m,c? = 0 


le systéme 


os 1 { os e 2 n2| — oe 
8 + Bm LLalags — 2%) + me] = 0 _— 


OS _ 
oo 


(22.2) 


La premiére équation est du type Hamintron-Jacosi, avec V = 
1/2 myc?, et la seconde exprime la condition qui garantit l’équi- 
valence des deux formes?). Grace a cette substitution, on peut cal- 
culer formellement S(q,,q9,, 8), comme on avait calculé S(q, Go;7): 
: ; 
S=/Ldt devient S= / do’ L(&) 
vu 0 


avec 


M) <3 My, c? @, : 
i eh SE Oe 
C L >A 


1) (22.2) exprime la conservation de m, dans le passage S —> S. 
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Les équations du mouvement sont 


os e 1 
- F, 
7A mc “+t 


avec les conditions initiale et finale 


A laide de ces équations et de la définition de S, on établit la con- 
dition initiale S(q;, q)z,0) comme dans le cas non relativiste, on 
trouve: 
. q _ ™ yy 2 
lim # S(qj, qa, 9) = 


v—>0 


» eae 
On en déduit que 


My, X72 . »- - P re 
S=-3 a + fonction réguliére de #. 


Cette propriété permet de chercher S sous forme d’une série: 


S= 5's, # (23) 
1 


ou les o, sont fonction de q, et qo, et non de #. On introduit (23) 
dans (22.1) et celle-ci devant étre identiquement satisfaite en #, on 
annule les coefficients des puissances successives de #, ce qui fournit 
le systéme: 


1 (Sa)'4 1 26) (24.-1) 


2M Og | 


Oo_ OG, e , 
(ace (24.0) 


1 /o¢., 0 \\ a My C? 1 (96, e 
; og’ on ) 1 2 2 my ( 


= —£6,) (241) 


Ou c 
1 (S= OF —— oe (0G, 0G @& 
My \ ou’ 0g, 2 Mo (so > Og c 


1/00, 2%\\- __ 1 [dmm, I eC 
ate tel" alae eee 


n—-2 


VGn_-» dGy 
oe eo , a (24.n) 


1 


On obtient un deuxiéme systéme en remplagant 0/0q, par 0/0qy, et 
G2 par qo;- 

Solution. La condition de régularité imposée a S et la condition 
initiale S(# = 0) déterminent univoquement la solution. Seules 
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interviennent les solutions réguliéres pour z,=0 des équations 
inhomogénes du systéme (24). Avec 


| ; o ha =n — —*_ (990-1 
obi. Oo” On ( Og 


My C 


dont les solutions sont 


6) = 8, (voir équation 21.1) (26.0) 





1 
- 4 
— Myc? 1 e\2 e- 
eee: sae faut a) 
0 


1 


= fu du (52 , xa) (26.2) 





MC, 
0 


vz 





ii pec i" /a6,., a5, (26.n) 


Qu=You p> U 





La convergence de la série (26) se discute d’une maniére analogue 
a celle de la série (5). Nous avons jusqu’ici fait abstraction de l’équa- 
tion (22.2) qui nous assure de |’équivalence des deux formes. En 
fait, l’action habituelle S(q,, qo,) s’obtiendra en éliminant # entre 
S et la condition 0S/00 =0. Remarquons que, mis 4 part l’exemple 
que nous donnerons ci-dessous, la possibilité de cette élimination 
est toute théorique; elle n’est en général pas possible d’une facon 
exacte. 
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Exemple: Considérons le cas de la particule libre: 


- mM, 8” mM, c? 
§=™ oe" 8 


20 2 


dS _ __mys* mec? _ 
PY) 29 2 
d’ot 


pe. * _ 92, #-=46 


introduit dans S, il vient 


2@2 2 
my c?OF mac 
+20 2 


Sa — (4+)0 =F mc? O=S*-. 


Cet exemple nous apprend qu’a # > 0 correspond une énergie posi- 
tive et 4 ® < 0 une énergie négative. 

Pour traiter les problémes relativistes, on a donc les deux mé- 
thodes: 


S=5'S,, S, ~e donnée par (21.n) (16) 


0 


S= J'c,. , Gy donnée par (26.n) . (23) 
1 


Ces calculs des actions relativistes ont pour but d’une part de pré- 
parer l’approche semi-classique des noyaux relativistes et d’autre 
part de compléter l’analyse des systemes donnés avec les variables 
(q, t, Yo, to), ce choix de variables étant quelque peu inhabituel en 
mécanique ordinaire. 


IV.2. Généralisation de la construction des noyauz. 


Cas des coordonnées curvilignes. Tout au long de ce travail nous 
avons utilisé la métrique cartésienne. Cette restriction doit étre 
levée ici. Soit || g:x(q) || le tenseur symétrique d’une métrique don- 
née, dans laquelle nous supposerons que ds*= g;,dq;dq, est une 
forme définie positive. Nous supposons en outre que les masses sont 
déja distribuées sur les g;, et adoptons par la suite la convention 
d’EnstEIN, relative aux sommations. 

Soit g** = G;,/g, Gi, est le sous-déterminant de g = dét. || gix ||; 
on a la propriété g**+g;m = 6*,. Dans ce cas l’équation d’Hamiiton- 
JACOBI s’écrit: 

os 


1 P , os 
ae + my . 7,°g*** + V a 0 a Or = Hy 


oS 1 se LV 
I; = ~ +A,, Hy _ 7) 1; i UE V . 
F a 
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En posant @ = /g, l’hamiltonien de ]’équation de ScHROEDINGER 
‘. : 
(Fae +H) v0 
devient 
= 1 “p-qik. 7 


Dans cette représentation, la normalisation est donnée par 


[e d* q y* y = const. 


En vue d’obtenir pour le noyau K, une formule générale, indépen- 
dante de la métrique, il convient d’introduire une nouvelle fonction 


y, soit ™ 
P=Ve-p 


/ y* y @ q = const. 


B(1) = [ a¥ qq K(1, 0, 1) FO). 


Dans cette nouvelle représentation, l’équation de SCHROEDINGER 
est 


telle que 


et que 


1 


ve 


(55 +H)@ -0 ou H-/oH 


H = MLD (gn OY 
eal ele ve oq; (9 a) (27) 


H, = = g** 04+ V. 


K satisfait cette méme équation; on en cherche |’approximation 
semi-classique par l’essai 


hig 
K,=c'yDe 
que l’on introduit dans |’équation précédente; il vient: 


(bir) ($E m= RSE + pk Osha 


D dt D 04q; 
LRP l 2 2 (ge OO) _ 1? (ae MO 
+3 (3) e 04 (9 i Vo 04; (9 ae) It Ke: 
Le coefficient de h®, équation d’Ham1Lton-Jacost, est nul; le coeffi- 
cient de h! posé égal 4 0 fournit l’équation suivante pour la densité 


D: dD : ) 
OT 04; 


a Ot 


(D gi* xx) =0. 
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0 n'intervient pas explicitement dans cette équation; l’influence de 
o se trouve déplacée en des termes proportionnels a h? et c’est ce 
qui fait l’intérét de cette représentation. On va montrer que cette 
équation est satisfaite avec 
a ee 
0 Ym 241 0 In 941 wis 
En effet, partons de 


ve 7 = Jia) (5- m7 +A : Via + A,.) + V(q) 


OT 
dérivons par rapport & qo, 


0 OS Ee 028 os ee 0 ey a28 2 
dt OG, | 2 Io bases a A,) + | Ai) tata" *: 


aVveC Giz = Jxi il vient 


d os , a (28 Ws A,)- “Ss _¢- 
OT 041 04; Tedd, 


dérivons maintenant par rapport & dm 


0 88 fo a (28 | )) a28 
a = om — -Q — 
OT "dm ) ji \ o) Ym } q; / 


29% 9%1 

(0S 8 

+ git (4 4. +—.— = 0 
*e ( 04; Smetana, 
en posant 

il vient “~ dm 9% 


Oca 25h SO ew Wiveper (28 5 = 
ae Pmt \ 59, 9 (59, + Ay)) Sur t 9" (59, + 4c oq 


Multiplions par S™, sommons sur I, puis sur m; avec S™ S§,,= 6; 


on a 
Wnt ° 


Gm OBSmi ph 0) 
94%, 


On + ¢ gi* x, Smt 
ar t\ tq, 7 *) 


enfin, par définition 
oD — PD Sin — 
Ou : u 
done 
1 OD 


(g* 4) + g** 1555 =" 0 


a. = 
2 oq; 


oD 


Or ae -(D g** 7x) = 


im 


On a donc formellement pour toute métrique la méme définition de 
K,, mais les termes proportionnels 4 h?, que l’on néglige dans |’appro- 
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ximation semi-classique, dépendent de cette métrique et ne prennent 
pas la forme A /..-///---; d’autre part les fonctions d’onde de cette 
représentation sont les # et l’hamiltonien est H. 
Inversement, on peut conserver la représentation habituelle dans 
laquelle : 
| y* ped” q = const. 


mais alors définir un nouveau noyau § tel que 
v(1) = [ 9(0) a¥ qo (1,0) y(0). 
Avec l’essai 
—cVD exp —S 
RK. =cVD exp = S 
introduit dans |’équation de ScHROEDINGER, on trouve 


{i Oo 
ear 


I( 0 S 
\\or 
h 


. | +f = A E od i r) ik 
Hy &. = + Ho) + 21D or * OD og, (og Dax)| + 


1 2A /D : 
+5(+) eo 18, on A= 


12 on? 
@ 04; eg Og; © 


Le coefficient de h! a pour solution 


D (4 Ye T) 


2(9)°e (4) 


RK. = [0 (9) e (G0) ]*- Ke. 


Dans les deux cas, la métrique étant donnée, on peut construire les 
noyaux & partir de l’action S. Pour calculer celle-ci, on fait un 
développement analogue a la série (5) ott (16), mais la donnée expli- 
cite des o, n’est possible qu’en spécialisant les g;,. Enfin, on adap- 
tera la constante de normalisation 4 la métrique en question. 


done 





Cas non relativiste de particules douées de spin. Avec le spin on 
introduit une nouvelle variable: s. Si l’on considérait celle-ci au 
méme titre que les coordonnées de position ¢ et dp, on devrait établir 
l’équation du mouvement du vecteur s en se donnant sa position 
initiale et finale, c’est-a-dire 4 t = 0 et t = t. Ce serait considérer s 
comme une grandeur classique de longueur constante et de direction 
continiment variable. Cette maniére de voir n’est évidemment pas 
adéquate. Il faut laisser au spin son sens quantique et utiliser la 
représentation matricielle. Soit y la fonction d’onde d’une particule 
de spin s; elle est donnée par une matrice & une colonne et 2s + 1 
lignes de composantes y,. Soit o; (i = 1, 2, 3) les matrices du spin 
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s & 2s + 1 lignes et colonnes; on choisira les fonctions propres y? 
telles que dans cette représentation o, et 2 soient des matrices dia- 
gonales. y satisfait l’équation de ScHROEDINGER 

fr ”) > 57\ 

ep 2 BY pe o,H)iy=0. 29 

li ot ' aan (P ) aus @: yy (29) 
I] existe un noyau K, matrice de transformation, qui fournit la solu- 
tion pp (q, t) correspondant 4 toute fonction initiale donnée: 


Yu (qt) = [ax qo Ky, (7; ts os to) Y> (Zor to) - 


Ce noyau est aussi solution de l’équation (29): ¢’est la solution de 
l’équation de SchroEDINGER qui pour t— ¢, tend vers 6(q —q,)-1 
(I = matrice unité) 

K, v(]> tos Yor to) = 6(4 —Qo)° ee (30) 


Par analogie avec les cas sans spin traités précédemment, on peut 


chercher & construire un noyau K,, approximation semi-classique 
de K (semi-classique au sens: négligence des termes ~ h?) par l’essai 


K, = R exp ; 
ou maintenant F est une matrice. Introduisons cet essai dans l’équa- 


tion (29), il vient en posant % = p —e/c A, 


(h ae a ee oe 
2 5 + HK. clot " 2m ” VK 


AjoR | (x ori 1 Ox 
+ 
i lot ( 


R— 5*°_ (6 ,H) Rh e® =" 


i 


m oq 2m 0G 


+ 3m (7) (48): 


Le coefficient de % contient un nouveau terme df au spin. II est in- 
diqué de scinder R en un produit de deux facteurs 


R = (—2aih) *"/D-Q 
ou D est un scalére et Y une matrice; ce coefficient annulé devient 
alors: 
1 oD 1 . - OQ e 
ayp | = (xD) Q+y D + ~ (c,H) )Q) =0. 


Or |’ m y m oq Fai 


On a ainsi séparé les termes responsables du spin des termes habi- 
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tuels et l’on exige que les deux (...) s’annulent séparément. On 
a pour D la solution connue et Q satisfait ]’équation 


Q x 0Q i. ss ™ 
Ot Q+ m og  2mc (9, H) Q=0 


qui est identique a 


*-Q—<-@,H)Q=0, 
et en composantes 
Fr ue — Faz Fury H) Gy =O. 
Etant donnée la condition initiale (équation 30) 
Quy (t= b) = Spy 


on a le droit d’écrire la solution formellement comme suit: 


t 
a eual.?* fg | Rta. fyaek- 
Q = exp ar, H(q(t’), t) at’) I 
cs 

ot J est la matrice-unité. On peut mettre ce résultat sous la forme 
rationnelle plus pratique 

GfHd’) . » ¢ | faa, 
ar | — | Hdt’). (31) 


. 2m 


t 
Q = I-cos (5~ | Hat )+e 


to a 


Calculons explicitement la phase 


t 


=, az |G: H(t’) at’ 


to 


par exemple pour des champs H= H(q); Oy satisfait |’équation 


OD, 
Ot | ms Og 


x Dy, a H 


(,» H) = 0; 


supposons ®,, développée en puissances de Tt 


py 


Py (9540 T) = e toe OE, TP; 
en introduisant ce développement et la définition de 


os ey me e- 00; a sp . ay 
A) = oy <4 ae. doses CEOS é 
oe A 7 Sete (voir équation 15) 
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dans |’équation précédente et en annulant les coefficients des t”, on 
est conduit a écrire le systeme 


14g 2) 
Ete ag) Pus 


ee a. ee 
i sq} Pao = 


n-1 n-2 s—l 
é (x oF. a d (2% og", ) 
‘me \*? o”g : Im\ dq’ oq /° 
Solution. On a ®,,,(q, qo, 0) =0 et ®,, est une fonction réguliére, 
d’ot l’on conclut que seules les solutions réguliéres pour g = dy du 
systéme inhomogéne ci-dessus interviennent. II vient 


@' — / du (¢,,,H 


lv 


i 00, 
i - =} du u( ¥ - a7 4) 


q=Gta-u 


~ 2 l 
2 favw-i[(tz28) 829 28] 


Qq=UI- zu 


On a donc pour le noyau cherché la formule 


= ‘i. es | fi ol wo » 
K,=(5-) mc det | | ae eXP St: (Icos || +i 5 sin|®)) . (33) 





Dans le cas particulier d’un champ magnétostatique homogéne 
H=0,0,H (voir exemple page 92), w =eH/2 me, le noyau K, est le 
noyau exact K: 


mow {i ol. ; 
=" Soiigaat er ie s - sl : 
K,=K= Qnaihsinwt a ii Sy (I COS WT +163 SIN wT) 


Quant a4 la détermination de 71,, celle-ci n’est pas aussi aisée que 
dans les cas précédents, ot seules des grandeurs scaléres inter- 
viennent. R étant une matrice c/DQ, Q =e’, on peut formellement 
traiter ce cas en remplacant tT, par T, e’* ou. « est une phase-matrice. 
S’intéressant 4 la valeur absolue qui physiquement nous intéresse, 
on retrouve pour Tt, la formule connue. 


Cas. relativistes de particules douées de spin 1/2 et 0. Considérons 
le cas d’une particule de charge e et spin 1/2 dans un champs électro- 
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magnétique ®, (A = 1. .4). Soient y, (vy = 1..4) les composantes de 
sa fonction d’onde et «, 6 les matrices de Drrac. Posons: 


QM =(G,icth=1 q,=(oich)=0 GD, =iD, m=in, 


ho e 


h oO e 
icdt 


vin Gini . SZ 


y satisfait l’équation de Dirac 
(— 2+ («, 2) + Bmc) yp = 0. 
On s’intéresse 4 la matrice 
(7, | R| Go: to) 


qui permet de résoudre le probleme des conditions initiales (y,(0) 
données) 


yy(l) = f a qo Rup (1,0) ¥5(0)- (35) 


K est la solution de l’équation de Drrac (34) qui satisfait 4 la con- 
dition initiale 


t= ty Ry (Gs tor Vos bo) = (4 — do) Spy: (36) 


La connaissance de cette matrice dans le cas de champs queleonques 
est l’objet central de notre recherche. Conformément a la méthode 
d’approche semi-classique, on pourrait faire ]’essai 


a 
Ryy(1,0) =R,,, (1,0) exp = 8 (1,0) 


et traiter le probleme comme il l’a été dans le cas des composantes 
yy). Etant données les complications dues au nombre des compo- 
santes R,, (4 x 4), il n’est pas indiqué de suivre cette voie. On 
peut poser: 

y(1) ={+ 29+ (a, 2) + me B} (1); (37) 


Y (1) satisfait alors l’équation du second ordre 


\203 + mi c# — “* M\ ) =A(1) Pl) = 0 


M=((@',H)+i(é,B)) avec @'=()3), 2=(55 


~ log 0 


o; (1 = 1, 2, 3) étant les matrices de Pauur. VY est une matrice uni- 


1) Voir W. Pautt, Helv. Phys. Acta 5, 179 (1932). 
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colonne 4 deux composantes. Pour déterminer y (1), il suffit de 
trouver la solution ¥ de (38) satisfaisant aux conditions initiales 


eb h ,; . 
et —— = =— = y(0) pourt=t. (39) 


On peut mettre cette solution cherchée sous la forme 


(1) = [ qo K (1,0) ¥o(0); (40) 


le noyau K(1,0) est la solution de l’équation du second ordre (38) 
qui satisfait aux conditions initiales 


A(1) K(1,0)=0; K=0 os = 8(q— qo) pourt=ty. (41) 


La matrice cherchée & est donnée par 


R(1,0) = — 2° { + 2r9(1)—(, 2 (1)) + meB}K(1,0). (42) 





En effet, appliquons l’opérateur {2 + (% 2) + mcf} par la gauche 
a l’équation (40), il vient 


{I+ (a,) + me B}¥(1) = [ @ qo{2 + (x,2) + me B}K (1,0) W,(0) = 


= y(1) = | d2qo(ty + 27% + meB) K(1,0) —*° - y(0) = 





- | d®qo K(1,0) (0): 


et les conditions initiales (41) et (36) coincident: 


- . ic —_— > OK 
t=t, R= 63(q —q,):1 =— F (y+ (a, 7) + me Bp) Kk = 7 +O 524: 


L’intérét se concentre donc sur la connaissance du noyau K(1,0), 
d’ot l’on peut tout dériver. I] est en général une matrice a deux 
lignes et deux colonnes. Dans le cas particulier ou les champs ®) 
sont nuls, on connait la solution exacte. 


(pj t+ mc?) K=0 > (C,—~?) K(1,0) = 0 


K=0 5S) =8@-G); «= 


MoE 


hi 
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C’est, au signe prés, la fonction 4 connue en théorie des champs: 
K = —A-I (I, matrice unité) ; 


= (- Trae Tie)-e(u) + oo 5(u?)) “I (43) 





(1 wt>0 : 
e(u?) =), u2=0 ; u? =—s? = — J" af = c? O? 
0 w<0 T= 1— Qa 





et dans ce cas 


—e(a, sv) —jmeBl K. 


r) 
wll 37 





Nous aurons besoin par la suite de la forme asymptotique de (43) ; 
pour xu > 1 ona: 


K,,= _;{". = (—i)32 e-txu 4 (j)8Zetinu 4 0 (=) 
= Ki, + K;. 
Dans le cas général, la solution peut s’exprimer sous la forme 
K (1,0) = K,(1,0) e(w?) + K,-6(u?) (44) 
ot K, et K, sont des fonctions continues, K,(1,0) étant appelée la 


fonction de Riemann de |’équation différentielle (38). Exprimons 
que K est solution de (38); avec 


OD e(u?) =—4d6(u?) [) d(u?) =0 


on a 
A(1) K(1,0) = (A(1) K,(1,0))-e + (A(1) K, +4 (2 + 1)K,)6— 
—4 i? 2 K,:- 6’ =0 (45) 
ot l’on a posé 
Q= (x sa 
Cette équation est satisfaite si l’on pose 
A(1) K,(1,0) = 0 (46.1) 
A(1) K,(1,0) +4 %2(24+1) K,=0 pour uw? =0 (46.2) 
2 K, =0 (46.3) 
ot: (46.2) n’est nécessairement nulle que sur le cone caractéristique 
u* = 0. Il est aisé de résoudre (46.3), posons 


é€ 
t+ EG %a ®;) : 


i 
Laer 
K,=ceh 
il vient 


m) e 
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étant donné que K, = const. = 1/2 7¢si ®, = 0, on a univoquement 
: 
a= — | du(a,, D, (qo, + # - u)) 
- I\T A> Sy doy + L* U))- 
0 
Reportons-nous au calcul de l’action S relativiste, on remarque que 
a = S,, donné par l’équation (21.1); en effet, on avait (page 133) 
/ 98, e a8, — Pees 
(t5-< ,)=0 a ) S=% /du(ax;, O,(u)) 


ainsi 


S, 


K, (1,0) =>—_e* (47.3) 


Si l’on introduit (47.3) dans (46.2), on peut déterminer K,, mais 
seulement sur le céne caractéristique u? = —2;(q,;— qi)? =90. Le 
probléme consiste maintenant 4 déterminer la fonction de RrEMANN 
K, (1,0) solution de (46.1). On ne connait évidemment pas la solu- 
tion exacte dans le cas général de champs quelconques. On va déve- 
lopper deux méthodes d’approche semi-classique de ce noyau, |’une 
directe et l’autre indirecte, et préciser dans quel domaine de leurs 
arguments ces approximations sont utilisables. 

Pour la méthode indirecte, on utilisera la représentation en fonc- 
tion du temps propre due a M. Fock’). 

Cet auteur part de l’équation du second ordre 


A(1)-W(1) =0 (38) 
et pose la solution Y (1) sous la forme de |’intégrale 


P(1) = /dd¥,(1, 3) (48) 
Cc 
ot # est une variable auxiliaire, C un chemin d’intégration qui dé- 
pend de la solution désirée. L’équation (38) sera satisfaite si Vp (1,0) 
satisfait l’équation 
BO ge 3 

4 Oe Pp 2m A Pp (49) 

et si le chemin d’intégration est choisi de telle sorte que la condition 


soit remplie. Comme on le verra plus loin, la variable # joue le réle 
du temps propre et l’équation (49) est appelée l’équation de Drrac 


1) V. Fock, Physikalische Zeitschrift der Sowjetunion 12, 404 (1937). 





148 Ph. Choquard. H.P.A. 


avec le temps propre. (48) est valable pour toute solution de (38), 
done aussi pour la fonction de RreMann K, (1,0). M. Fock pose done 


K,(1,0) = / Kp(1,0, 8) dd 


Cc 


et montre, en se basant sur des recherches de Hapamarp!), qu’en 
choisissant pour K;, la solution dite solution élémentaire de ]’équa- 
tion (49), la fonction de Riemann K, est donnée en prenant comme 
chemin d’intégration C un petit cercle entourant |’origine du plan 
de # complexe; soit 

K,(1,0) = f K, (1,0, 8) dd. (50) 





L’auteur traite explicitement le cas d’une particule libre (®j = 0), 
donne la solution exacte de Ky dans le cas de forces constantes, 
mais restreint ]’étude du cas général au comportement de Ky et 
K, sur le cone caractéristique. 

En nous basant sur |’équation (50) qui permet de calculer Kj, 
avec l’équation (49) et la définition de Ky, on va chercher, confor- 
mément a l’approche semi-classique de M. FeEyNMAN, une approxi- 
mation K,., de Ky sous la forme 


Ky.,(1,0 8) = R(1,0, 8) exp + S(1,0, 8). 


Introduisons cet essai dans (49), il vient 
_ [os l 21 m2 -3)\ 
a Sta (27 + M5 ¢ ) 


2m 


fee . i “he 
\i dat om Aj Ke 


fi tant, = ee 
ae 


+ (2/5 ORF. (51) 


Mo 


. - 2 " R . 
ree + gt 5™ B+ Ln, et iMRle* + 


2mc 


Le coefficient de h® annulé est précisément |’équation de |’action 
relativiste dans la représentation en fonction du temps propre (p.184 
et suiv.) dont la solution qui nous convient est donnée par le systéme 
(26). La condition (22.2) se traduit dans la définition de Ky par la 
condition (49’). Le coefficient de h annulé donne |’équation 

oR 1 oR, 1 On; ) e . D ~<¢ 

Mme tinct Fa Bem = (SB) 
que l’on va résoudre. Ce qui suit est formellement analogue a ce qui 


1) J. HapamarD, Le probléme de Cauchy et les équations aux dérivées par- 
tielles linéaires hyperboliques. Paris, Hermann, 1932. 
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a été fait dans le cas non relativiste d’une particule douée de spin. 


On pose 
1 


.C-VH.( ae 
R=C-VD e C 8a? my he 
ce qui donne 

1 oD bk @ , 
a ig if 
2/D (x0 My OF, (7 b)) d 


+VB Gy + mye ~~ BG = 0 


oe © m° 40q 2 me 


et l’on exige que chaque (..) s’annule séparément, pour la méme 
raison que dans le cas susdit. La solution de la premiére est donnée 


par l’équation connue 
078 


— . 
I det 0du 9G» 


Quant a la seconde, on peut écrire formellement 


d : e i 9 . 
—_ J—1- MQ = 0 Caer: 
dé d 2me d d . 

En imaginant la phase développée en une série de puissances de #, 
on peut calculer les coefficients de #” par la méthode habituelle: 


ov 


& -,°_ | M(0’) a0" 


2mc 


oo 1 “ o®@ e 
- 0d © m’' “*0q, 2mc~ 

0 
on pose 


b- SO, 0 


et avec 


oo 


os e mx, , € OOn on 
AY ?,; Se a de Og 


l’équation ci-dessus devient le systeme d’équations: 


”) 
ou 


e 


(1+ (2, ))d, or M(q, 


o )) . te OP, 


(2 + (2, ou j 


m, ¢ “* oq 


FY dD, _ 1 VW ds, ,, 
(n ir ( ¥a)) bi : ¢ 4h . sae My dj (oa, , “ ; 


Mo 
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dont les solutions sont, en tenant compte de la condition de régu- 
larité: 


@,= / du M(qo, + &,%) (53.1) 


eae . 





1 


haf ei "(xa On Es tay + pu is 
( 





1 


« ££ fo ale. 0, phe, 26... - 
@, = ime | duu lem on + dy ae og, ° (53.n) 





Evaluons encore le déterminant D. En posant 


S=.s i—s’; 


p.1. 


Sri Sez 


\ 


si. oe A 


ba) he sgl (BY bent 


On a ainsi construit l’approximation cherchée 
7 1 ne. oie 
Ky..= oayr Di? exp {7 S+io] 


2m ch (227i)? |g 


ou S, D, ® sont donnés par les équations (26), (54) et (53). Remar- 
quons que ® est complexe 


rf b / 0 7 
Dd e : , e =>, (77 ’ 7_ > F hh 7 aime 
0 0 


et que l’on peut exprimer Q = JI-exp i ® = I-exp i D, exp — G, 
sous forme rationnelle 





ee oe eee. eo a, ee 
Q= | 008 |Bs|- 1+ iF sin |G,|} [J-Ch®,——F*- Sh| Gal], 


cette maniére d’écrire étant plus adéquate que la maniére symbo- 
lique de (54). Il faut encore déterminer la limite 3, de # au-dessous 
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de laquelle K,., est une bonne approximation de Kp exact. Il est 
commode d’adopter textuellement les mémes conventions que dans 
le cas non relativiste et de poser la condition ainsi 


h? OVP 2g = 


2m VD 





il vient alors 


(56) 


/ = : . 
/= | , oo So = | du 1; (qo, + 2, %) - 
asd on , ai) 50 ri 





Dans le cas particulier de forces homogénes: F',, = const.,y, A= 00, 
# n’est pas limité supérieurement; c’est le seul cas avec celui d’une 
particule libre ot l’on peut exprimer § donc aussi Ky sous forme 
finie. Dans le cas général, #, est bien une mesure de l’inhomogénéité 
des forces. Revenons a |’équation (50). En y substituant K,y., de 
(55) & K, et en intégrant sur 3, on pourra déterminer |’approxima- 
tion correspondante de K,, c’est-a-dire exacte jusqu’aux termes 
en h?; puis on formera celle de K avec l|’équation (44) et enfin celle 
de & avec l’équation (42). Cette méthode est féconde, elle posséde 
lavantage d’étre valable pour des arguments de K(1,0), situés 
jusque sur le cone caractéristique u? = 0. 

On va développer une seconde méthode qui aura l’avantage d’étre 
plus directe que la précédente, mais qui ne sera pas applicable pour 
des arguments se situant sur le céne caractéristique. On part de 
l’équation 


A(1) K,(1,0) = 0 (36.1) 


ou, répétons-le, K, est une fonction continue possédant une singu- 
larité non essentielle au point 1 = 0, et l’on cherche son approxi- 
mation semi-classique directement par |’essai 


K,,(1,0) = Rexp- S(1,0). 
Introduisons cet essai dans (36.1), il vient 


A K, (1,0) = (aj + m2c?) Ky.+ 
é; (57) 


e. - 
hf. OR , om, -@ i ata h\? " Py | 
+3 2 2, = * R—i< MRle (;) CIR: e |- 


Le coefficient de h® annulé est |’équation (19) de l’action relativiste, 
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dont les solutions qui nous conviennent sont précisément les actions 
S+ et S- données par les équations (21), _. On va mettre l’appro- 
ximation K,, sous la forme 
K,, ae C* Ky, + C- K;, 

ou les constantes C+ et C- seront déterminées plus bas en traitant 
un cas particulier, de fagon a ce que K,, soit bien l’approximation 
de la fonction de Rrsmann K,. Pour alléger |’écriture, on va conti- 
nuer les calculs avec l’essai général sans indice en nous réservant le 
droit de spécifier au moment voulu les deux solutions fondamentales. 
Pour résoudre |’équation obtenue en annulant le coefficient de h, il 
convient de poser 


le premier terme étant un scalaire et le second une matrice respon- 
sable des termes provenant du spin; il vient alors: 
aQ.—ise 


(2, D)) -Q+2y/D (x, ia % 


5 | 5 ae M: Q ) =0 (58) 


et l’on exige que les deux (..) s’annulent séparément, soit: 
seq 


0) 


— 
a (x, D) =9 


m ies —is~MQ=0. 

Résolvons la premiére. Nous n’avons pas trouvé pour D de solution 
analogue a celle de van Hove; toutefois, S étant connue sous forme 
d’une série de puissances de e, il convient de supposer un tel déve- 
loppement pour D, ce qui nous permettra de résoudre (58)’ par ré- 
currence. Posons 


D=SRP D.~#, 


avec 
oo 


1 ’ n 
S= D'S, ee a 
U 
formons le produit (z,-D) en groupant les termes de méme puissance 
en e; il vient 


= ((23) (2D")) = nae De (3, 7, Pix) = (0. 


0 0 
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Cette équation devant étre identiquement satisfaite par rapport 
ae, on est conduit a écrire le systéme: 


0 
O”g 


(6 m) 0 ; o 73 
(7; Dy) 0 O”g; (x3 D,) ey Od; (7% Dy) 
n) 


ft ) O ‘a , \ 
oO” (7; D,,) : ee | D, y}> 


a 0g, ss 
que l’on peut résoudre par récurrence. La premiére équation est 


celle que l’on obtient dans le cas d’une particule libre; Dy doit 
étre fonction de l’invariant s. Avec 


O ” ood a , 
= os So + UM, ¢ _ =é Mo ¢ > 
il vient 
0 vy fu 
= = 59.0) 
on (—~ Do) = | > Dy=-3. (59.0) 
Dans le cas susdit D, = ..= D, = .. = 0; dans le cas général, les 
D, répondent de la perturbation due aux champs extérieurs; si l’on 
écrit 
D=ZD 


n 


- Dy(1 + 2-2») = Dy: D! 


~ Dg 


D’ doit étre une fonction réguliére de x. Dans ces conditions on peut 
aisément intégrer les D,. On a: 


0 7.0 mc ld, e 

at t:\ =< ¢ = 3 ™ 

0” (my 1 n) ; s w du (u D,,) Yn 

d’ou 
l 

qe fas 

- au U) 5 
EM, C / lu u Yn \ 

0 


D 


ainsi 
1 
- 1 ; e (04x) " 
) — -| du _ 59. 
E a Em, c 8” / c ( Og Q=G+r-u ( 1) 
0 





1 


° n 
a 8 — ”) : ” 
Dy - € a duu O”g | a» 1, D,, a : ° (59.n) 


0 





Pour discuter la convergence de la série obtenue, on utilise l’ex- 

pression oi he 
D (/+e@O ,,\n : H,ik 

" ~( = F) ou Fe oe a) 
iH,H 


s=1c6 = +4; - 
icO ¢€ * D L My C 
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et l’on est ramené a un cas connu avec la différence que 


- / % Re 

O0= aie = 
2 
a pris la place de t. Quant a l’équation (58)” pour la matrice Q, il 
vient en posant formellement Q = exp 7 (1,0) 
Oo" e / (—)d e 
n. ——M(q)=0 et a, —— M(q) = 0; 
A Og Cc (q) ho Fin c (qo) ’ 
7(1,0) est une fonction réguliére et v(0,0) = 0. Ces conditions déter- 
minent univoquement la solution que l’on imagine développée en 
une série de puissances de e 
ie) 
= 7 Pn Pa es 
1 
Introduisons ce développement et celui de a, dans |’équation ci- 
dessus; en annulant les termes de méme puissance de e, on obtient 
le systeéme 
x, OY e 
EM, c— —! = M 
8s OQ, 2¢ 


x2 O*@. Or 
EM, C— BO Fee 
8 OO" 4 OQ) 


n—-1 
%, Oy yp 9Pn-y 
EMp C =— we) — ‘ 
0” 8s 0g ai 4 Og, 


Les conditions prescrites excluant les solutions du systeme homo- 
gene (singuliéres pour «2; = 9) on a les solutions: 
1 
ee See _ Oc 
V1 - | du M(u) = 4 


C EMC, 2 mo ¢ 
0 


i Pa 
(o"| H(u)du)+ i(a | E du)| (60.1) 


) 





1 

8 c 5, (et OP ar ¢ 

Ps aoe | du (x, -) (60.2) 
0 





1 n i 


8 ’ yOUn_» +e0|M|" . 
Pr a Mo C / au pe WU, ; | \Pn| ~ (- -. : , (60.n) 
) 4 J/G=G+4 


o”U 2m)c ; 
0 





De l’équation (86.1), nous avons done les deux solutions indépen- 
dantes semi-classiques, c’est-a-dire exactes jusqu’aux termes en 
h? non-comprtis: 


K+ ,=\/D* exp | ; bi i@*); K,.,.=\/D~ exp (5 s+ ig”) aa 
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ou les actions S+, S~ (correspondant aux énergies + et —), les den- 
sités D+, D-, et les phases dues au spin g*, y~, sont données respec- 
tivement par les systemes d’équations (21), (59) et (61) ot l’on pose 
é = +1, —1. Remarquons que la phase @ est complexe 


. 


P=—PUtt%3 Pr vi((o’, H)) 2 = g2((«, E)) 


ou @, est linéaire en o’ et ne contient qu'elle, et g, linéaire en « et ne 
contient que cette matrice; on peut mettre la matrice Q = exp ig 
sous la forme plus adéquate: 

q 


Q) “| cos | gy) +1 +4 = sin \e1| | Ch | p2|-1— a Sh|@- . 


L’approximation semi-classique a la fonction de RreMANN est don- 
née par 
> C+ Kt .+C- Kj. 
ot les constantes d’intégration sont encore a déterminer, ce qu’on 
va faire dans ce qui suit. La question fondamentale qui se pose 
maintenant est: dans quel intervalle de temps @ les approximations 
(61) sont-elles utilisables? 
Un premier test nous est fourni par le cas d’une particule libre 
ot, au contraire du cas non relativiste, Kj n’est pas la solution 
exacte K;~. (61) donne: 


i a ” -1\3/2 = 4 26 
;mcO Ky, rr. exp + > myc? 


r 1 3/2 
Kr .=(- ) exp — 
l-¢ ( icO I 
et pour juger de la validité de l’approximation, on peut utiliser le 
critére suivant: il faut que le terme en h? de (57) 


O>—",~=0, cOSi=+ (62) 


2 
My ¢ 


O est donc limité inférieurement! On obtient plus vite le méme ré- 
sultat en comparant AK} > au développement de K exact: 


e 


—K m 1 


las 
4nahuy2axu 


[(- j)3/2 g—ixu 4 (7)3 Betinns Oi 


\4~AU 


qui est valable pour 
h 


My € 


xus>1—> OS 
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Cette comparaison nous permet de fixer les constantes d’intégration 
C+ et C-; on trouve 
> 


mh )' 2 Pd (ss) a 


82 ¢ 8 abc 
Enfin, d’aprés la définition de K 
K(1, 0) = K,(1, 0) e(u?) + K,(1,0) 6(u?) = K, pouru>0O (44) 
on a donc l’approximation sous forme définitive 


+ 


am .. 4 gt tig —o Sack 
K,=K,.-—(gerc) |VDre? —i/D-e* . (63) 


8 2c 





Il nous reste 4 déterminer la limite 90, de O au-dessous de laquelle 
l’approximation (63) est une bonne approximation du noyau exact 
K. On cherche a formuler un critére qui fournisse un résultat sous 
une forme invariante. On est naturellement conduit 4 utiliser la 
formule (56) donnant la limite #, et a introduire O en exprimant 
@=0(0) au moyen de l’équation (22.2) 0S/08=0, ou bien de la 
définition 


"1/, w 
b= /1—Fat. 


Désirant établir une régle valable en ordre de grandeur, on se con- 
tentera de la premiére approximation qui donne ?  @. La for- 
mule (63) est done utilisable dans l’intervalle 


os 


ae = <0= \ 22" <0, ~0,=2™ 12, (64) 
Nous avons traité jusqu’ici le cas des particules douées de spin }/, 
Traitons briévement le cas du spin 0. M étant nul, il suffit de sup- 
primer dans toutes les formules dérivées la matrice Q ou Q. On a 

en particulier: 
1 


71 
kt, = 
F-c 2m, ch(2 xi)? 


/ D-exp (5 - S) (55), 





a ee )"*[yD* exp (+ S+) -iyD= exp( s-)| (63) 


8zc 





et la formule (56) donnant #, demeure inchangée. 

En résumé, on emploiera la premiére méthode, qui utilise la re- 
présentation en fonction du temps propre, pour des valeurs 
de @ plus petites ou de l’ordre de Oy; et la seconde méthode pour 
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des valeurs de @ satisfaisant la régle (64). Notons que l’existence 
méme d’un intervalle implique: 
h Zi 4 
<< <9O,=-—°? 
mM, Cc ti 1 h 
ou bien 
rp 2 Smpe* a nA 
< x - 42 =9-— — — 1< 
h? ho” ~~ he 
ce qu’on peut interpréter, en disant que la variation des forces, me- 
surée par A, doit étre faible sur une distance de l’ordre de A, lon- 
gueur d’onde de Compton; cette condition fixe done une limite 
supérieure a l’inhomogénéité des forces, limite au-dessus de laquelle 
l’emploi des noyaux semi-classiques n’a pas de sens. 
Si l’on passe déductivement aux cas non relativistes 
2m 
h 


lim 0,=0 <lm@ A? 


ec—> % 


on retrouve la formule (12) et dans ces cas, il n’y a qu'une méthode 
que nous avons développée en détail dans ce travail. 


Conclusion. 


Le théoréme démontré sous III attribuant 4 K® seul un roéle pré- 
¢ 


dominant, ce noyau donné dans les cas les plus variés par les équa- 
tions (1’, 28, 33, 55, 63, 55.1, 63.1) est instrument d’une méthode 
générale de traitement des phénoménes non stationnaires, méthode 
applicable dans le cadre fixé par les régles (12), (56) et (64). 
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Ladungstrager-Suszeptibilitat und Cyclotron-Resonanz 
von Germanium 
von Ch. Enz (Physikalisches Institut der ETH., Ziirich). 
(22. I. 1955.) 


Zusammenfassung. Auf Grund der heutigen Kenntnisse iiber die Struktur der 
Energiebander von Ge wird die Ladungstrager-Suszeptibilitat im Eigenleitungs- 
gebiet berechnet und mit den experimentellen Resultaten von Buscu und HELFER!) 
verglichen. Die bis heute noch nicht entschiedene Frage, ob im Leitungsband 4 
oder 8 Ellipsoid-Scharen zu nehmen sind, wird eher zugunsten der Zahl 4 beant- 
wortet, indem fiir N = 4 eine Abweichung von ~ 30%, fiir N = 8 aber eine solche 
von ~ 90% festgestellt wird. Diese Ubereinstimmung ist angesichts der getroffenen 
Annahmen als befriedigend zu bezeichnen. 


1. Einleitung. 


Die Messungen der Suszeptibilitat von Buscu und Hetrer?) an 
Germanium zeigen unterhalb 900° K einen von der thermischen 
Behandlung abhangigen Verlauf, der bisher noch nicht erklirt wer- 
den konnte (vgl. jedoch Stevens und Crawrorp?)). Demgegeniiber 
zeichnet sich der Hochtemperatur-Ast' (7 > 900° K) durch seine 
Reproduzierbarkeit aus. Durch Vergleich mit der analogen Situa- 
tion beim «-Sn’) kamen Buscu und Hetrer zum Schluss, dass 
dieser Ast zu deuten sei als Ladungstriger-Suszeptibilitaét im Eigen- 
leitungsgebiet (,,Eigensuszeptibilitét’), dem eine temperaturunab- 
hiingige (im Unterschied zu *)) ,, Atomsuszeptibilitit y,*) iiberlagert 
ist, gemiiss) “ 

%=Aa—1077- A. TH? @ BaP EP (1) 


(A ist eine Konstante, H? die Aktivierungsenergie bei 7’ = 0, vgl. 
(32)). Tatsichlich lasst sich (1) an den Hochtemperatur-Ast von 
Buscu und HELFEr anpassen. Mit E} = 0,75 eV erhalt man als die 
besten Werte fiir die Konstanten (vgl. Fig. 2) 


%,= — 0,907 -10-7; A=0,180. (2) 


Wahrend die Berechnung von x, erst durch eine befriedigende Er- 


*) Hier und im folgenden bedeutet x die spezifische Suszeptibilitat. 
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klarung des Verlaufs von x fiir T < 900° K méglich wird, ist der 
Wert von A im wesentlichen schon durch die Struktur der Energie- 
bander bestimmt. 

Im folgenden soll nun A berechnet werden auf Grund der heu- 
tigen Kenntnisse der wichtigsten Energiebander, wie sie die Experi- 
mente der Cyclotron-Resonanz®)*)*)!*) geliefert haben. Bei der Be- 
urteilung des Resultates sind folgende Punkte zu beachten: 

a) Der Paramagnetismus der Spins wird nach der Paulischen 
Theorie’)’) berechnet, welche bekanntlich den Austausch- und Kor- 
relationseffekten®)®) nicht Rechnung trigt. 

b) Fir den Diamagnetismus wird die Formel von Lanpav und 
Pretrerts?!®-!2) beniitzt, in der Mischeffekte zwischen verschiedenen 
Bandern?!®-!?) vernachlassigt sind. 

c) Die Effekte a) und b) werden additiv beriicksichtigt, was bei 
kleinen Magnetfeldern eine gute Naherung ist). 

d) Das Leitungsband (L.B.) wird durch N = 4 bzw. 8 Ellipsoid- 
Scharen in den (1,1, 1)-Richtungen des Kristalls*) dargestellt. Dabei 
ist vernachliassigt, dass bei den betrachteten Temperaturen auch 
andere Zustinde besetzt sein werden. 

e) Die Kittelschen ,,warped surfaces‘*®) fiir das Valenzband (V.B.) 
werden durch zwei konzentrische Kugelflichen approximiert. Auch 
hier sind tiefere Zustande vernachlissigt. 

f) Die Ladungstriger-Gase sind als nicht entartet angenommen, 
was sich als relativ gute Naiherung erweisen wird. 

Angesichts der erwaihnten Niherungen kann keine exakte nume- 
rische Ubereinstimmung der berechneten Werte von A mit dem- 
jenigen in (2) erwartet werden. 


2. Allgemeine Formeln. 


Die Zustandsdichte in einem Energieband E(p) ist gegeben durch 


> 


dv 2 f do 
dé fF . grad ,E | ’ 
E(p) § 


[ d? p 


E( D) E 


das von der (geschlossenen) Energiefliche FE (p)= & begrenzte Volu- 
men im p-Raum ist. Bedeuten ferner /(H) die Verteilungsfunktion 
der Ladungstriger, ~ das Bohrsche Magneton, @ die Dichte der 
Probe, m die wahre Elektronmasse und 

OE 


aed eS 


(4) 
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den Freiheitszahl-Tensor, so ist der Spin-Paramagnetismus bzw. 
Diamagnetismus gegeben durch 

ypara_ / D(E) et dE 

4 = 


6... OE 
Bander 


2 : — 
e | <4) Gy9— a, > D(E)- st ab = 


~ Bander 
oe ee hee Tie gl 
~~ | az on a P grad] [%1 %22— Me 
© pander 


Dabei ist in (6) ps die Richtung des Magnetfeldes H. 
Fiir ein Ellipsoid im ae D1 Pa Ps 


bzw. 


Pe 9 ee 
I)=- ra. ao 
E (Z )) > my, “s, My T 2 ms Ss 
ist das Volumen (3’) 
a fe 42 
Vin (€) = 3 32 (m4 Mg Mz)" 


2 3/9 
2 £3/2 
Ss 


und somit (3) 
91/2 


oa = 9 & 2 
Dat) = 5 (m, my mMsz)'/7é 
(% = h/2 a). Ferner lautet (4) in diesem Koordinaten-System 
mM « 
Aik 95%, ’ 


m; 


Nun ist der Ausdruck «,, % 5 — «7, in (6) das algebraische Komple- 
ment ZU 33, daher gilt 


© ele 
sa Fan Mae eg “FI 


wo «-1 der zu « inverse Tensor und | « | die Determinante von « 
bedeuten. Da H die ps-Richtung hat, ist aber «;,' gleich der inva- 
rianten quadratischen Form von «-! mit dem Einheitsvektor h= 
H/H, d.h. Paee? 

O44 %og— 0%, = (h, ah) - Ha). (10) 
Dies kann man nun im Fall (7) leicht auswerten, indem man in das 
Hauptachsen-System des Tensors « iibergeht. Sind h,, ho, hs die 


Komponenten von h in diesem System, so wird unter Beriicksich- 
tigung von (9) 


h 2 32 

9 9 h,? ho? h* 

X11 %o9— Hy = Mm” (— ; Ba ——} 
Ss \ Mz Mz “Ms my, mM, Mz 


m*— m* (h) ist die in der Cyclotron-Resonanz aus der Resonanz- 
frequenz w = eH/m*c ermittelte effektive Masse 1%)1®), 
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3. Leitungsband. 


Die Messungen der Anisotropie der Cyclotron-Resonanz an n-Ge*) 
sind konsistent mit dem Modell von N = 4 oder 8 Scharen von 
Rotationsellipsoiden (7) mit Zentrum und Hauptachse in den 
(1,1,1)-Richtungen und den Werten 


my=m,=m, =0,08-m; mz=m,=1,3-m. (12) 


Die Zustandsdichte der Elektronen im L. B. (Index n) ist dann nach 
(8) (Energieskala siehe Fig. 1) 


D,(E) =N-Dy(E)=N- 2, m, mi? E??, (13) 


vB. 
Fig. 1. 
Energieskala. 


Im Fall der Nichtentartung gilt fiir die Verteilung der Elektronen 
jin (14) 
£, ist der Abstand der Fermi-Energie £ vom untern Rand des L. B. 


(vgl. Fig. 1). 
Damit wird die Elektronen-Konzentration 


w= [D,(E) Tn (E) dE 


oy 


v0 


Nm, mU2(ET)32 


=—~f kT = 
3/2 21/2 H3 ini (15) 


und der Beitrag der Elektronen zum Paramagnetismus gemiiss (5) 


oO 


an, Ot te te ae 
yum — | D,(B) Se dE = 


oe 1/2/p.p\1/2 
wen m , my (kT) talk? (16) 
9 msl2 Qiiz Ra i 
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Der Diamagnetismus der Leitungselektronen setzt sich zusammen 
aus den Beitriigen der Ellipsoide r = 1,2, ... N, d.h. (6) wird 


co 
dia __ 1 we : ny Ofn r \2] ad 
dn “39 | dE pe Pan(E St M41 M2 — (%t9)" | » (17) 
“aa 
wo «” der Tensor zum r-ten Ellipsoid ist. Weil || « | eine Invariante 


ist und daher nicht von r abhingt, wird nach (10) 


N % 
D, (01 %2 — (ai5)" |= (h, 2 ( a”) ) th)- a. (18) 
r=1 


Dieser Ausdruck muss nun invariant sein unter den Deckopera- 
tionen des Gitters. Da die «” konstante Tensoren sind, folgt im 
vorliegenden kubischen Fall, dass (Xia) 1 ein Vielfaches des Eins- 
‘Heasas sein muss, d. h. 


i oo 
,Y ee Y ° —1 geese N » 1 
2 (a) > = 3 Spul 2 («”) |. 1= 3 Spur we *y- 1. 
Der letzte Ausdruck folgt daraus, dass auch die Spur eine Inva- 
riante, also unabhingig von r, ist. Mit (9) und (12) erhalt man nun 
fiir (18) 


N m 2 


2s [1 2 — (a{2)"] = 7m ta Se (19) 


und (17) wird, unter Beriicksichtigung von (13) 


2 2 
iia _ ies ( 1 oa ; 
n 9 @ my, \mL mi), 


was wegen (16) dasselbe ist wie 
dia __ _ . mm a8 . bara 
Xn 9 ia aa i| wh 
4. Valenzband. 


Nach Kirre. ) hat man fiir das V. B. zwei Bander zu beriicksich- 
tigen, definiert durch 


_— -{ap? + [bp'+c(p?p3+ p3p2+ pep?) |!"}. (21) 


Die Flachen F., (p) = const. kann man auffassen als zwei defor- 
mierte konzentrische Kugeln (warped surfaces). Fiir die Berechnung 
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des Magnetismus der Lécher soll jedoch von dieser Deformation 
abgesehen werden, d. h. (21) soll durch die grébere Naherung 


p* 91° 
2m-+ (21 ) 
ersetzt werden. Dann miissen m,, m_ den Maxima der beiden experi- 
mentell festgestellten Linien der Cyclotron-Resonanz an p-Ge ent- 
sprechen‘) 5) §) : 

m,=0,04-m; m_=0,3-m. (22) 


Die Zustandsdichte der Lécher im V.B. (Index p) erhalt man 
wieder aus (8), indem man dort m,;=m,=m,=™m., setzt (Energie- 
skala siehe Fig. 1), d. h. 


(2 


D,(E') =—s5 (m,)2E"?; D,(E")= D,(E’) + D_(E’). (23) 


2h p 
Ebenso folgt aus (11’) 
ti 33 — (%j3)” = | Ma. y. 
Analog zu (14) gilt hier bei Nichtentartung 
f,(EB’) — g-(E +i plkT 


wo ¢, der Abstand der Fermi-Energie vom obern Rand des V. B. 
ist (vgl. Fig. 1). 


Damit wird die Licher-Konzentration 


oo 


WW!) £ (A aye 3/2) 3/2 (kT)8!2 —, g—Sy/kT 26) 
e~ | D,(E’) f,(E’) aE’ = [m4? + m*] - agape é (26) 


0 


und der Anteil der Licher am Paramagnetismus gemiiss (5) 
oo 


. 7 $ mie it 
para a Of» ae 3/2 1. yy 3l2 (kT)1!2 _octplk? on) 
ie | D,(E’) aE? dE ; [m*+m—] sane (27) 


0 


Ferner wird der diamagnetische Beitrag der beiden Binder (21’) 
nach (6) und (24) 


kp 3 


ia 1 we 


/ an’ Of, [D.(E’) ( m y+ D(E’)( m )' 


OK’ 


0 
0 


ms m_ 


24 12] (kT)? e-tplkT 
, — J 73/2 91/2 73 ‘ 


i) 
- —— FR | O96 
3 0 or 





Ch. Enz. 


5. Eigensuszeptibilitat. 


Im Eigenleitungsgebiet (hohe Temperaturen) ist die Lage der 
Fermi-Energie € durch die Bedingung n = p festgelegt. Dies fiihrt 
mit (15) und (26) auf die Gleichung 

Nm, m!? Scene 
__ tll __ . gltn—tp/kT (29) 
3/2 3/2 
mM, +m 
oder 


on” Cy =kT log y 


und zusammen mit der Beziehung (siehe Fig. 1) 


auf 


be 1 ‘ 
a a es aed 
7p) 
Mit (16), (20), (27), (28) und (30) erhalt man dann fiir die Eigen- 
suszeptibilitat, nach einigen Umformungen, 


ay — para, ,,dia_, ,,para , ,dia 
k= in ' An T Xp T Xp 


i we m? 2(LT')1 12 N 1 


<a 


3 


2 P cs . —1/2 , D y 
{a m? -( a Ae me aN a UG AOEE.. (31) 


9m: \m_-— my 


Beriicksichtigt man fiir EK, noch eine Temperatur-Abhingigkeit 
gemiiss!4) 


E,(T)=E°—pT; E°=0,75eV; B=8,5-k (32) 


U 
und setzt in (31) die numerischen Werte (12), (22), (82) und die 
Dichte von Germanium, 9 = 5,46 g/em~-3, ein, so erhalt man endlich 
y=—10-7. Ay TY. ¢ Bolter (33) 


[0,244 fir N=4 pe -" 
Ay=) 0.345 tur N-8° BE = 1350°K. (33) 


Zur Beurteilung der Annahme der Nichtentartung der Ladungs- 
trager-Gase hat man die relative Abweichung der Fermi-Verteilung 
von (14) bzw. (25) zu bilden 
e-\(e+1)-2—-e*| = (+1) =f €). 
Man erhalt im ungiinstigeren Fall (Lécher) fiir N = 4 bzw. 8 
j a _ | 10 bezw. 15% fir T=1000° kK 
\k-T} | 18 bezw. 24% fiir T = 1200°K. 
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6. Schluss. 


Der Vergleich von A in (33’) und (2) zeigt fiir N = 4 eine Abwei- 
chung vom experimentellen Wert von ungefihr 30%, fiir N = 8 
eine solche von ca. 90%; dies ist im Hinblick auf die gemachten 
Naherungen erstaunlich gut. Da bisher weder theoretisch noch ex- 
perimentell irgendwelche Anhaltspunkte bestehen zur Entscheidung 
der Frage N = 4 oder N = 8, ist von Interesse, dass das obige 
Resultat eher zugunsten von N = 4 spricht, im Einklang mit der 
von Herrine und Herman geiusserten Auffassung!). 


A 9395 
100 500 500 700 900 1100 1300 T°K 
Fig. 2. 
Anpassung der Kurve (1) mit #°, = 0,75 eV an die Messpunkte von Buscu 
und HELFER!). 
— — — A berechnet mit dem 4-Ellipsoid-Modell. 
—-—-— A berechnet mit dem 8-Ellipsoid-Modell. 


Im weiteren zeigt die Untersuchung, vor allem Fig. 2, dass die 
Interpretation des Hochtemperatur-Astes als Eigensuszeptibilitat 
richtig ist. Eine befriedigende Erklarung des konstantes Wertes y, 
in (2) kann aber erst im Zusammenhang mit der Deutung des Ver- 
laufs bei tiefen Temperaturen erwartet werden. 


Zum Schluss méchte ich Herrn Prof. Dr. G. Buscu fiir die An- 
regung dieser Rechnung und fiir sein stetes Interesse herzlich 
danken. 





Ch. Enz. 
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Le Tube 4 émission secondaire générateur d’impulsions 
cathodiques 


par R. Favre (Lausanne). 


(26 IT 1955). 


Sommaire. On expose un mode de couplage régénératif du tube a émission 
secondaire, conduisant a la génération d’impulsions cathodiques d’impédance trés 
basse et d’une amplitude de 50 a 60 volts. Le temps de montée est voisin de 20 mu 
sec. et celui de recouvrement inférieur a 100 my sec. II est signalé quelques exemples 
typiques d’impulsions, relatifs 4 différents régimes de fonctionnement. Le disposi- 
tif améliore, d’une fagon génerale les performances de loscillateur bloqué, dans 
ses différentes applications. 


1. Introduction. 


Plusieurs publications ont paru ces derniéres années, relativement 
a l’utilisation du tube 4 émission secondaire comme source d’impul- 
sions a temps de montée trés court!~>). N’ayant pas trouvé d’article 
faisant allusion 4 la possibilité particuliérement intéressante d’uti- 
liser le tube & émission secondaire comme source d’impulsions ca- 
thodiques, nous donnons ici quelques résultats que nous avons ob- 
tenus dans cet ordre d’idées, au cours des deux derniéres années. 

Le fait que les impulsions cathodiques ne bénéficient pas directe- 
ment de la pente extraordinaire du courant anodique des tubes a 
émission secondaire est peut-étre a l’origine du désintéressement 
avec lequel les électroniciens semblent avoir considéré une solution 
qui pourtant s’avére riche en performances et applications. 

Il est incontestable que le courant cathodique demeure, dans ce 
genre de tube, inférieur 4 celui d’anode, mais la génération des 
impulsions sur une électrode de contréle du tube, permet des appli- 
vations qui ne sont pas accessibles par d’autres voies. 


2. Circuit fondamental. 


Celui-ci est schématisé par la fig. 1. L’anode, couplée directement 
a la haute tension, devient électrode passive du circuit, tandis que 
l’impédance de dynode comprend dans la régle une self (L) de 
quelques wh, amortie par une faible résistance (R). La grille de 
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commande, polarisée par une diode au germanium (d), est couplée 
a la dynode (D) par un condensateur (C) de haute qualité. Jus- 
qu’ici, la cathode (K) peut étre considérée comme électrode «flot- 
tante», chargée par sa seule capacité propre. Si l’on abaisse, par 





Schéma de principe. 


des moyens extérieurs, le potentiel de cathode jusqu’a l’apparition 
d’un courant anodique, il s’amorce une violente réaction qui trouve 
sa source dans le courant secondaire de la dynode dont le potentiel 
s’éleve brusquement. Ce front positif est transmis 4 la cathode par 
l’intermédiaire de la grille de commande. 

Les formes d’ondes sont reproduites par la figure 2. L’impulsion 
cathodique affecte une allure qui rappelle la fonction d’ Heaviside. 
Le temps de montée est de l’ordre de 20 my sec pour une amplitude 








Biicoas 








Fig. 2. 
Impulsions cathodique V(K) et de dynode V(D). 


de 60 volts environ, tandis que l’impulsion positive de dynode a 
une durée totale qui n’excéde pas 40 my sec. 

Les impulsions cathodiques sont délivrées sous une impédance 
particuliérement basse, résultant d’une pente élevée (10 mA/V) as- 
sociée 4 la réaction de couplage. Le courant de grille participe pour 
une part appréciable a la formation du front positif et il n’existe pas 
de contre réaction anode-dynode. Ces quelques caractéristiques 
soulignent l’intérét du dispositif. 





Vol. 28, 1955. Le tube 4 émission secondaire. 


3. Charge cathodique. 

De l’organe de charge cathodique, dépendent la plupart des appli- 
cations. Un dispositif alliant la souplesse 4 la simplicité, consiste a 
opérer par l’intermédiaire d’un tube électronique et plus spéciale- 
ment d’une pentode (fig. 3). Selon le régime de fonctionnement du 


400 V 
——___-< 











Fig. 3. 


Charge cathodique constituée d’une pentode. 


tube de charge (T 1), on peut obtenir une grande variété de formes 


d’impulsions. La figure 4 en donne quelques types. 
On pourrait multiplier les exemples; nous nous bornerons a 
signaler encore le possibilité de controler la grille de commande du 


tube de charge par une tension, fonction quelconque du temps, de 
maniére 4 générer sur la dynode des impulsions positives trés bréves 
de caractére apériodique. 

Dans les conditions normales de fonctionnement, l’amplitude des 
impulsions est voisine de 60 volts. Leur fréquence de répétition peut 
atteindre des valeurs trés élevées, en général limitées par la dissipa- 
tion du tube a émission secondaire. Le tube EFP 60 permet facile- 
ment le fonctionnement momentané a 10 MC et méme davantage. 

En raison de la faible impédance de sortie, le temps de montée et 
la fréquence de répétition dépendent peu de la capacité du circuit 
cathodique. L’énergie dissipée sur les électrodes est par contre, 
toutes autres grandeurs étant égales, proportionnelle a cette capa- 
cité. Il importe done d’en connaitre la valeur qui, pour un tube 
EFP 60 dont la grille suppresseuse n est pas reliée a la cathode, 
comprend essentiellement : 


7,5 Pf entre cathode et chauffage 
7 Pf entre cathode et grille de commande. 
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Soit, compte tenu de la contribution des autres électrodes, en- 
viron 20 pF auxquels il convient d’ajouter la capacité anodique du 
tube de charge, des connexions extérieures et d’entrée du récepteur. 
En pratiquant au mieux, il n’est guére possible d’abaisser la capa- 
cité totale au-dessous de 30 pF et il n’est pas particuliérement sou- 
haitable de s’y risquer, pour plusieurs raisons dont la premiére est 


v (dD) 


Se a | oe | 


"INNNS 

















Fig. 4. 
Quelques impulsions cathodiques typiques. 


. 


a) Onde cathodique en «dent de scie» due & une charge 4 courant constant. 

b) Impulsions cathodiques négatives, résultant d’une charge 4 régime impulsif, 
dans lequel chaque impulsion déclanche une réaction. 

c) Onde cathodique quasi rectangulaire, résultant d’une charge a régime impulsif 
dans lequel deux impulsions successives sont nécessaires 4 déclancher la réaction. 

d) Onde cathodique en «escaliers» due & une charge 4 régime impulsif dans lequel 
la réaction est déclanchée toutes les cing impulsions. 


que la progression de la réaction nécessite une certaine capacité 
cathodique. 

A titre d’exemple remarquons qu’une charge de 30 pF 410 MC, 
sous une amplitude de 50 volts, entraine un courant cathodique d’en- 
viron 15 mA, soit prés du double de la valeur moyenne (8 mA) maxi- 
mum pour le tube EFP 60. Les conditions de régime permanent sont 
donc largement dépassées, mais un taux de répétition de 10 MC est 
parfaitement compatible avec un fonctionnement momentané par 
intervalles de quelques secondes par exemple. Une déduction ana- 
logue peut étre tirée de l’examen des énergies dissipées sur les dif- 
férentes électrodes. 
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Conclusions. 


Le tube a émission secondaire, utilisé comme générateur d’im- 
pulsions cathodiques, se préte a une grande variété de possibilités. 
L’impédance de sortie accuse une valeur trés réduite pour des im- 
pulsions d’amplitude plus élevée que par d’autres procédés de cou- 
plage. Du type oscillateur bloqué, il présente, sur les dispositifs 
classiques a transformateur, les avantages que lui conferent une 


souplesse plus grande et des temps de montée et de recouvrement 
inférieurs qui le rendent mieux adapté a certaines applications ac- 
tuellement réservées & ces derniers. 

Outre les nombreux dispositifs conventionnels dans lesquels ce 
circuit peut étre utilisé, nous l’avons appliqué avec succés a un 
diviseur de fréquence a large bande (25 MC) et & un compteur d’im- 
pulsions a haute fréquence (25 MC) qui font lVobjet des articles 
suivants dans ce méme fascicule. 


Laboratoire de Recherches Nucléaires 
de Ecole Polytechnique, Lausanne. 
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Diviseur de fréquence a la large Bande 


par R. Favre (Lausanne). 
(26 II 1955.) 


Sommaire. Constitué d’un tube 4 émission secondaire générateur d’impulsions 
cathodiques et d’un tube de charge, le dispositif décrit se caractérise par la gamme 
de fréquences utiles s’étalant pratiquement de 0 a 25 MC, par la précision des 
impulsions de sortie dont le temps de montée n’excéde pas 20 my sec quelle que 
soit la fréquence, par sa faible consommation, inférieure 4 1 mA par décade jus- 
qu’a 1 MC et proportionnelle 4 la fréquence au-dela de cette valeur et enfin par 
sa simplicité. 


1. Introduction. 


Cet article est le premier que nous consacrons a l’une des nom- 
breuses applications du tube a émission secondaire utilisé comme 
générateur d’impulsions cathodiques?). Nous avons signalé la pos- 
sibilité d’accumuler sur le circuit cathodique d’un tube a émission 
secondaire des groupes d’un certain nombre d’impulsions dont la 
derniére de chacun d’eux déclanche une réaction régénératrice de 
décharge. Comme il l’a été fait par d’autres moyens?), cette pro- 
priété peut étre appliquée a réduire une fréquence primaire en met- 
tant a profit l’extréme rapidité de la réaction et la souplesse du 
dispositif. 


2. Diviseur 4 haute fréquence. 


Cette catégorie comprend la bande de fréquences primaires de 
1 & 25 MC. Le circuit fondamental (*), fig. 3) ne se distingue pas 
essentiellement d’une forme de générateur d’impulsions catho- 
diques?). La fréquence primaire est appliquée a la grille de com- 
mande du tube de charge (T1) sur l’anode duquel elle donne lieu a 
une succession d’impulsions de courant dont l’amplitude peut étre 
ajustée par un potentioméetre de grille écran. Le condensateur d’ac- 
cumulation, chargeant le circuit cathodique du tube a émission 
secondaire (T 2), se réduit aux capacités parasites des électrodes 
intéressées et du cablage. 

Pour étre complet, rappelons succintement le fonctionnement: 

Les impulsions de courant chargent le circuit cathodique du tube 
& émission secondaire (T 2) jusqu’au cut-off selon une courbe en 
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escalier. L’apparition d’un courant anodique déclanche alors la 
réaction régénératrice du tube 4 émission secondaire, réaction selon 
laquelle le potentiel de dynode s’éléve brusquement, sous l’effet 
du courant secondaire, entrainant, par l’intermédiaire de la grille 
de commande, un intense courant cathodique. Pour la dynode et 
la grille de commande, ce front positif est immédiatement suivi d’un 
retour a la tension initiale sous l’action du courant de rappel d’une 
seif de quelques wh, amortie par une faible résistance (+), fig. 4d). 

La durée totale de réaction cathodique n’excéde pas 30 my sec. 
Cette valeur limite a environ 25 MC la fréquence primaire maximum. 
La dissipation d’énergie sur les électrodes et le courant cathodique 
moyen, fixent d’autre part la fréquence maximum des réactions a 
environ 5 MC en régime continu. Pour la sécurité du fonctionne- 
ment, il est convenable de limiter & 5 le nombre d’impulsions pri- 
maires par cycle. La fréquence maximum est donc 4 ce point de vue 
également de 25 MC environ. 

Les impulsions de fréquence réduite peuvent étre obtenues sur la 
cathode ou sur la dynode. Elles serviront, au besoin, a l’attaque 
d’un étage suivant. 

La consommation de courant des étages 4 haute fréquence est 
proportionnelle a la fréquence des réactions, a leur amplitude et a 
la capacité de charge cathodique du tube a émission secondaire. 


3. Diviseur a basse fréquence. 


En raison des inévitables fuites de courant, notamment entre la 
cathode et l’organe de chauffage, le dispositif précédemment exposé 
n’est applicable, au-dessous de 1 MC, qu’en augmentant la capacité 
cathodique du tube a émission secondaire. En d’autres termes, le 
courant utile doit rester élevé par rapport au courant de fuite. Cette 
condition est convenablement satisfaite par un courant utile de 
100 a 200 wA. 

La capacité cathodique supplémentaire ou «condensateur d’accu- 
mulation» ne saurait étre relié directement a la masse sans com- 
promettre la rapidité du front positif de réaction. Cette capacité est 
done placée en série avec une impédance, réduite en général a une 
résistance pure de 3 4 4 KQ. Cette disposition exclut, pour des 
raisons évidentes, la charge impulsive appliquée dans le diviseur 
a haute fréquence. II faut utiliser ici un systéme de charge continue, 
les réactions étant synchronisées par les impulsions de fréquence 
primaire. 

Le retour de la dynode a sa tension de polarisation peut s’effec- 
tuer dans un délai beaucoup plus long que précédemment ce qui 
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autorise une impédance de rappel élevée d’ou une amplitude accrue 
des impulsions. 

La durée de la réaction ne se limite pas a celle du front positif 
mais se prolonge jusqu’éa la décharge compléte du condensateur 
d’accumulation a travers l’impédance additionnelle. Des précau- 
tions particuliéres doivent étre prises pour éviter un «glissement» 
exagéré de la tension de grille par rapport a celle de dynode au 
cours de cette réaction prolongée. 

Dans le dispositif schématisé par la figure 1, la polarisation des 
électrodes est assurée sous une impédance élevée par une chaine 
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Fig. 1. 
Diviseur basse fréquence. 


potentiométrique d’un débit inférieur 4 1 mA. Cette maniére d’opé- 
rer introduit un couplage continu entre la dynode et la grille de 
commande, évitant le «glissement» exagéré des tensions relatives 
dont il est fait mention plus haut. 

La réaction éléve la tension de dynode & une valeur voisine de 
celle de l’anode aussi longtemps qu’il y a compensation entre le 
courant secondaire et le courant de rappel. Ce dernier n’excédant 
pas une fraction de mA, la décharge ne se termine, pratiquement, 
qu’avec la disparition du courant cathodique. Durant cette opéra- 
tion, la tension de rappel de la grille de commande s’éléve également, 
grace au couplage continu, ce qui permet de maintenir pour les fré- 
quences les plus basses (1 C/sec) un condensateur de couplage (C) 
de petite dimension et faible capacité parasite, facteur important 
pour une réaction trés rapide. 

La charge continue du condensateur d’accumulation est assurée 
par une pentode, permettant: un courant constant, un réglage facile 
et la superposition des impulsions de synchronisation. Ces derniéres, 
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de signe positif, sont «injectées» sur la grille de commande et se 
manifestent sur l’anode du tube de charge par de bréves impulsions 
négatives (fig. 2a). 

Le réglage consiste 4 ajuster la résistance variable, insérée dans 
le circuit cathodique du tube de charge, de maniére & synchroniser 
la réaction avec la dixiéme impulsion, par exemple, de chaque cycle. 


En raison de l’amplitude plus grande des réactions, le diviseur 
basse fréquence autorise des cycles comprenant un nombre d’im- 
pulsions primaires plus élevé que dans le diviseur haute fréquence. 











Oo) 
a) Onde cathodique; b) Onde sur le condensateur d’accumulation. 


Le systéme de polarisation du tube de charge a partir de la chaine 
potentiométrique, introduit d’autre part un léger couplage continu 
entre le courant de charge et la tension d’alimentation, permettant 
a cette derniére d’importantes variations sans perturber le fonction- 
nement (+ 20% pour une décade). 

Les impulsions de sortie, affinées par le filtre C 1 — L — C 2, sont 
prises sur le circuit cathodique ou de dynode du tube a émission 
secondaire. 

L’onde de fréquence réduite affecte, sur le condensateur de charge 
(Ca), allure en «dent de scie» de la figure 2b. 

La consommation de courant totale d’un étage, comprend environ 
600 uA pour la chaine potentiométrique et 100 4 200 wA de courant 
cathodique pour la charge du condensateur d’accumulation, soit 
au total environ 1 mA de courant anodique, compte tenu du cou- 
rant secondaire. 

Deux tubes électroniques se trouvant en cascade, la tension d’ali- 
mentation doit étre assez élevée (environ 400 volts) & moins que 
l’on dispose d’une tension négative. Il n’est pas indispensable de 
stabiliser cette tension. 
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Le spectre de fréquences trés élevées qui caractérise les réactions, 
implique de bonnes précautions de découplage des différents étages 
et de la tension d’alimentation. 

I] n’y a pas & proprement parler de limite inférieure a la fréquence 
de fonctionnement si ce n’est que l’encombrement du condensateur 
d’accumulation peut dépasser une valeur raisonnable. Pour une 
fréquence réduite de 1 C/sec, un courant de charge de 100 wA et 
une amplitude de 100 volts, la capacité du condensateur d’accumu- 
lation doit étre de 1 wF soit d’une dimension et d’un prix parfaite- 
ment abordables. 


4. Les conditions optima de fonctionnement. 


Sans aborder ici la théorie des «réactions», nous discuterons quel- 
ques conditions optima concernant strictement les tensions de pola- 
risation respectives des différentes électrodes. 

Considérons comme satisfaite la condition d’alimentation du tube 
de charge, consistant 4 le maintenir dans le domaine linéaire des 
caractéristiques, tout en limitant sa tension anodique au minimum. 

Sur la base des caractéristiques, il est convenable d’adopter, pour 
le tube a émission secondaire EFP 60, une tension anodique et 
d’écran de 300 volts par rapport a la tension de cathode considérée 
au cut-off. 

L’expérience montre directement que la tension de polarisation 
de dynode du diviseur haute fréquence trouve sa valeur optima a 
100 volts environ au-dessus de celle de la grille de commande. 

Le probleme est plus complexe pour le diviseur basse fréquence 
qui, 4 cet égard, donne lieu 4 un compromis. II est en effet parti- 
culiérement avantageux pour la stabilité du dispositif de travailler 
avec une amplitude maximum, condition qui est remplie au mieux 
lorsque la tension de dynode est trés basse. Malheureusement le 
déclanchement de la réaction est moins rapide dans ces conditions 
qu’avec une tension de dynode plus élevée. Pour conserver toute 
la rapidité de la réaction il faut se borner 4 une amplitude de 80 volts 
tandis que celle-ci peut atteindre 160 volts lorsque des conditions 
favorables lui sont réservées. Nous avons cherché a échapper a ce 
compromis par un dispositif permettant l’accés simultané a ces deux 
conditions optima de fonctionnement. 


5. Forme améliorée du diviseur basse fréquence. 


La grille suppresseuse du tube 4 émission secondaire EFP 60 est 

Ss 
elle-méme douée d’un pouvoir d’émission secondaire élevé. Cette 
propriété nous a permis d’éviter, d’une maniére satisfaisante, le 
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compromis signalé ci-dessus. La fig. 3 donne le schéma du dispositif 
qui fait appel a la suppresseuse comme dynode auxiliaire, polarisée 
en vue d’une amplitude maximum tandis que la dynode réguliére 
remplit les conditions de rapidité optima de la réaction. 

On pourrait objecter que la grille suppresseuse n’est pas disposée 
de maniére a assurer la conservation de son pouvoir émissif. Cette 
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Fig. 3. 


Forme améliorée du diviseur basse fréquence. 


question ne peut étre résolue que par une expérience prolongée, ac- 
tuellement en cours. 


6. Conelusions. 


Trois caractéristiques essentielles se dégagent de l’exposé qui 
précede: 

1° La gamme de fréquences utiles s’étalant pratiquement de 0 a 
25 MC. 

2° La précision des impulsions de sortie dont le temps de montée 
n’excéde pas 20 my sec. 

3° La consommation de courant particuliérement faible, voisine 
de 1 mA par décade jusqu’a 1 MC et au-dela, proportionnelle a la 
fréquence. 

On pourrait ajouter & cette énumération la simplicité d’un dispo- 
sitif qui ne comporte que deux tubes électroniques pourvus d’un 
modeste cablage. 

Le diviseur de fréquence est essentiellement appliqué 4 diverses 
formes de chronométrie dans lesquelles il joue le réle de générateur 
d’impulsions horaires, asservies ou non & un temps initial. 
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Les fluctuations de position des impulsions de sortie (jitter) ré- 
sultant de la variation inévitable des paramétres de fonctionnement 
sont réduites au minimum par un temps de montée trés rapide. 
Pour une raison analogue, la fréquence de l’onde pilote doit étre 
aussi élevée que possible. 

La précision que l’on peut espérer d’un circuit chronométrique 
faisant appel au diviseur de fréquence, est fonction des deux carac- 
téristiques fondamentales mentionnées ci-dessus. Cette remarque 
situe le réle que l’on attend du dispositif exposé dans les lignes 
qui précédent. En chronométrie oscilloscopique, son application 
peut étre envisagée 4 la technique du radar et en physique nucléaire. 
La possibilité d’abaisser la fréquence jusqu’a 1 c/sec permet de pré- 
coniser son emploi a |’émission des signaux de seconde des obser- 
ratoires chronométriques et 4 la détermination de l’unité de temps 
dans les fréquencemétres ou autres appareils de grande précision. 


Laboratoire de Recherches Nucléaires 
de l’Ecole polytechnique, Lausanne 
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1) R. Favre, Le tube a émission secondaire, générateur d’impulsions cathodiques. 
Dans ce fascicule, p. 167. 

2) CHANCE, Hugues, Mac Nicwoxt, SAYRE, WILLIAMS, Waveforms, collection du 
M.I.T. n° 19, Mac Graw-Hill, 1949. 





Compteur d’impulsions 4 haute fréquenee 


par R. Favre (Lausanne). 
(26. IT. 55). 


Sommaire. On décrit un compteur d’impulsions 4 accumulation, basé sur un 


couplage régénératif du tube 4 émission secondaire, capable d’atteindre une fré- 
quence de 25 MC. Il y est appliqué un nouveau procédé d’interpolation, permettant 
une indication homogéne des résultats, entiérement traduits par des démultipli- 
cateurs électroniques de types classiques. 


1. Introduction. 


La démultiplication électronique des impulsions par lutilisation 
d’étages binaires du type Eccles- Jordan, aux fréquences supérieures 
a 4 MC, devient rapidement prohibitive par la consommation de 
courant et la complexité des dispositifs auxiliaires. 

Plusieurs auteurs ont préconisé a cet effet l'utilisation de comp- 
teurs & accumulation, dispositifs consistant au stockage, dans un 
condensateur, de groupes d’impulsions dont la derniére de chacun 
d’eux, déclanche une réaction régénératrice de décharge du conden- 
sateur!-‘). Le facteur de démultiplication est égal au nombre d’im- 
pulsions par groupe. L’accumulation pouvant étre effectuée trés 
rapidement, le temps de résolution est en général tributaire des 
circuits de mise en forme, exception faite de la premiére impulsion 
de chaque groupe qui doit étre suffisamment éloignée de la précé- 
dente pour permettre la décharge compléte de la capacité. Le cir- 
cult réactif de décharge joue donc, dans ce type de compteur, un 
role déterminant. L’utilisation d’un thyratron, par exemple, assure 
une décharge trés rapide, mais affecte le circuit d’un temps de 
recouvrement si élevé que ce genre de tube ne peut entrer en consi- 
dération. L’oscillateur bloqué a transformateur a été abondamment 
utilisé dans ce but?)4). 

Le tube a émission secondaire, générateur d’impulsions catho- 
diques*) trouve ici une application intéressante. 

L’interpolation des charges résiduelles des compteurs 4 accumu- 
lation a fait l’objet de dispositifs souvent ingénieux*). Nous avons 
appliqué a cette fin une méthode nouvelle qui, sans complexité 
excessive, permet une traduction homogéne de la mesure sur un 
ensemble de lampes témoins. 
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2. Dispositif d’aceumulation. 


L’élément principal du dispositif d’accumulation (°), fig. 3) est 
un tube & émission secondaire (T 2) a couplage régénératif®). Les 
impulsions de courant, transmises par la pentode T 1, sont accu- 
mulées sur le circuit cathodique dont la capacité est réduite a celle 
des électrodes intéressées et de cablage. 

Au repos, le potentiel cathodique du tube 4 émission secondaire 
(T 2) est fixé a la tension de créte des réactions. L’application des 
impulsions fait tomber cette tension selon une courbe en escalier 
jusqu’au cut-off. L’apparition d’un courant anodique dans le tube 
a émission secondaire déclanche alors la réaction qui éléve brusque- 
ment le potentiel de cathode a sa valeur initiale. La chute recom- 
mence avec |’impulsion suivante et ainsi de suite (5), fig. 4d) 

Pour assurer une bonne stabilité du dispositif, il est convenable 
de limiter & cing le nombre d’impulsions d’un cycle. L’amplitude 
de la réaction étant de 50 4 60 volts, la chute de tension cathodique 
est voisine de 12 volts par impulsion. La fréquence d’entrée maxi- 
mum est limitée par: la durée de réaction, le temps de recouvrement, 
le courant cathodique moyen et |’échauffement des électrodes. Ces 
causes différentes conduisent toutes & une fréquence maximum 
d’environ 25 MC, réduite & 1 MC par deux étages & accumulation. 


La numération est dés lors assurée par un démultiplicateur classique. 


3. Mesure de la charge résiduelle. 


Les dispositifs utilisés dans la pratique varient selon le systeme 
réactif appliqué. Il est souvent fait appel a un instrument de me- 
sure) ne constituant pas, en général, un mode de lecture homogéne 
avec les démultiplicateurs qui suivent les étages & accumulation. 

Nous avons appliqué une méthode utilisée d’autre part a la ré- 
duction du temps de résolution des démultiplicateurs électroniques 
d’impulsions®). Cette méthode se réduit, en effet, au dénombrement 
des charges unité accumulées dans un condensateur, d’owt l’analogie 
avec notre probléme. 

Le schéma de principe (fig. 1) comprend: le dispositif d’accumu- 
lation, un circuit pilote d’interpolation et un démultiplicateur élec- 
tronique de capacité d’enregistrement égale ou supérieure au nombre 
maximum d’impulsions résiduelles. 

Au repos, la tension Vc est maintenue, par la résistance de rap- 
pel R et le courant de grille du tube T 3, au potentiel cathodique 
de ce dernier, choisi égal a la tension de créte des réactions. 
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Lorsque la mesure est stoppée, la tension Vc gagne quasi linéaire- 
ment sa valeur de repos en un temps proportionnel au nombre de 
charges unité accumulées sur le circuit cathodique du tube a émis- 
sion secondaire. La méthode de dénombrement exposée sous °), 
conduit & faire osciller le premier étage du démultiplicateur électro- 
nique durant l’évacuation de la charge résiduelle. En déterminant 
convenablement la valeur des éléments du circuit, cette oscillation 
comportera autant d’alternances qu’il s’était accumulé d’impulsions 
sous forme de charges unité. 

Le circuit pilote d’interpolation comprend, en principe, un tube 
de coincidences (T 4) dont la premiére grille de commande est as- 
sujettie ala tension Vc, par l’intermédiaire de T 3. La seconde grille 
de controle, normalement au-dessous du cut-off, regoit une impul- 
sion de déblocage de quelques microsecondes a la fin de chaque 
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Dispositif d’interpolation. 


mesure. Les conditions de coincidences sont déterminées de maniére 
a ne rendre le tube T 4 conducteur que pendant la décharge finale 
du circuit cathodique d’accumulation. Le blocage de T5 permet 
alors loscillation de l’étage d’entrée du démultiplicateur électro- 
nique d’ot l’enregistrement du nombre de charges résiduelles. 

La coordination des impulsions est clairement exposée par la 
fig. 2. 

Un étage & accumulation d’ordre quinaire, donne 4 impulsions 
résiduelles au maximum. Le démultiplicateur le plus économique 
comprendra la conjugaison de |’étage binaire et d’un étage ternaire’). 
Ce dernier peut étre 4 couple de tubes adjacents conducteurs, stabi- 
lisé par la suppression du troisiéme condensateur de couplage rendu 
inutile, un cycle complet n’étant jamais atteint (fig. 1). 
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Les impulsions d’entrée doivent étre suffisamment rapprochées 
pour éviter une décharge intermédiaire appréciable de la capacité 
cathodique. Cette condition limite a environ 1 MC la fréquence de 
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Fig. 2. 

Impulsions caractéristiques. 
Train d’impulsions d’entrée. 
Réponse du circuit d’accumulation et décharge linéaire finale. 
Impulsions anodiques de T 3 appliquées a la premiére grille de T 4. 
Impulsion «stop» de quelques microsec., appliquée en fin de mesure a la deuxiéme 
grille de commande de T 4. 
Impulsion de coincidence sur l’anode de T 4. 
Oscillation déclanchée par limpulsion de coincidence sur l’étage d’entrée du 
démultiplicateur électronique. 
Impulsion de sortie sur la dynode du tube a émission secondaire. 


sortie minimum d’un étage 4 accumulation dépourvu de capacité 
auxiliaire. Il est dés lors possible de faire appel a l’un des nombreux 
types conventionnels de démultiplicateurs électroniques. 


4. Stabilité des circuits. 


La modification du nombre d’impulsions par cycle est une forme 
possible d’irrégularités de fonctionnement. La variation relative 
entre le courant de charge et l’amplitude des réactions d’un dispo- 
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sitif réglé 4 5 impulsions par cycle, doit atteindre 10° pour qu’une 
perturbation de cette nature s’y manifeste. Une telle variation ne 
peut intervenir en cours de service que par suite d’un vieillissement 
prolongé des tubes incriminés. Une divergence de 10°% dans les 
caractéristiques d’un tube a l’autre n’a par contre rien d’exception- 
nel, ce qui implique un contréle de fonctionnement lors de leur 
remplacement. 

En tout état de cause, un dérangement de cet ordre ne pourrait 
guére passer inapercu et il s’offre plusieurs possibilités trés simples 
pour y rémédier rapidement en agissant sur le débit du tube de 
charge par le moyen de la tension d’écran, de la tension de suppres- 
seuse, d’une résistance cathodique, etc. 

La mesure de la charge résiduelle est asservie 4 des conditions 
légerement moins restrictives puisque le nombre maximum d’im- 
pulsions & enregistrer se limite & quatre pour un étage quinaire. 

C’est ici une variation relative entre le temps de décharge du 
condensateur d’accumulation et la période d’oscillation de l’étage 
binaire d’interpolation qui pourrait entrainer l’irrégularité d’enre- 
gistrement. La durée du temps de décharge, pour un nombre d’im- 
pulsions déterminé, est subordonnée & la charge individuelle des im- 
pulsions et a la résistance R. C’est en opérant sur cette derniére que 
l’on obtiendra le réglage le plus simple et sans influence sur le précé- 


dent. Il est également possible d’agir sur la période d’oscillation de 
l’étage binaire en ajustant la résistance anodique r du tube T 5. 


La stabilité des différents organes du compteur haute fréquence 
est donc assez homogéne. La tolérance globale de + 10% est parfaite- 
ment acceptable, compte tenu des performances de ce dispositif. 


Conclusions. 


Réservé aux fréquences élevées (supérieures & 1 MC) et par consé- 
quent au dénombrement d’impulsions périodiques, ce type de comp- 
teur s’impose d’emblée a la chronographie électronique et aux 
mesures de fréquences. (Pour la numération d’impulsions statis- 
tiques voir °)). 

Alors que la chronométrie oscilloscopique est réservée & la mesure 
des temps de trés courte durée, l’emploi du chronographe électro- 
nique ne connait pas cette restriction. Sous réserve de la stabilité 
de l’étalon de fréquence, la précision de mesure est de l’ordre d’une 
alternance de la fréquence d’entrée, soit: + 4.1078 see & 25 MC. 
Un développement de la méthode permet de faire beaucoup mieux, 
comme nous nous proposons de le montrer dans un prochain article. 
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Les applications du chronographe électronique se rencontrent en 
physique nucléaire, en balistique, dans la technique du radar, pour 
la comparaison des signaux horaires d’observatoires chronomé- 
triques, etc. 

I] est intéressant de remarquer que, dans plusieurs applications, 
le diviseur de fréquence faisant l’objet de l’article précédent, est le 
seul moyen d’obtenir des signaux d’une précision permettant |’uti- 
lisation rationnelle des possibilités de ce compteur d’impulsions. 

Plusieurs circuits de commutation peuvent étre imaginés pour 
l’enclanchement et le déclanchement des impulsions d’entrée en un 
temps compatible avec les performances du compteur. Nous espé- 
rons revenir sur cette question prochainement. 

La mise au point d’un circuit permettant l’enregistrement d’im- 
pulsions périodiques a 25 MC, dispositif dont la simplicité, la stabi- 
lité et la consommation de courant, supportent aisément la compa- 
raison avec d’autres réalisations de performances bien inférieures, 
apportera, espérons-nous, une heureuse contribution au développe- 
ment des techniques intéressées. 

Nous saisissons une fois de plus l’occasion qui nous est offerte de 
témoigner notre vive reconnaissance 4 la Commission Suisse de 
Energie Atomique, au Fonds National Suisse de la Recherche, et 
dune fagon particuliére 4 Monsieur le Professeur Harnny, Direc- 


teur du Laboratoire, pour la précieuse contribution qu’ils ont ap- 
portée a ce travail. 


Laboratoire de Recherches Nucléaires 
de l’Ecole polytechnique, Lausanne. 
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Die Anregungsfunktion der Reaktion Li(y,n) 


von F. Heinrich und R. Rubin (Universitat Ziirich). 


(1. IIT. 1955.) 


1. Aufgabestellung. 


Die in einer friiheren Untersuchung!) mit Hilfe eines 31 MeV- 
Betatrons ausgemessene Anregungskurve der (y, p)-Reaktion am 
Isotop Li’ weist ausgepragte, resonanzartige Maxima auf. Man kann 
diese Maxima versuchsweise dem Auftreten hochangeregter Zwi- 
schenzustiinde zuschreiben, welche der Kern Li’ durch resonante 
Absorption gewisser Frequenzbereiche aus dem kontinuierlichen 
Frequenzspektrum der Bremsstrahlung bildet. Eine andere Erkli- 
rungsméglichkeit bietet die Annahme von Auswahlregeln, welche 
die Energieabhingigkeit der Absorption elektromagnetischer Strah- 
lung mit ihrer Multipolordnung verkniipfen. Es besteht allerdings 
auch die Méglichkeit, dass eine bestimmte Reaktion in ihrem par- 
tiellen Wirkungsquerschnitt Maxima und Minima zeigt, obwohl der 
gesamte Absorptionsquerschnitt des betreffenden Kerns in Abhian- 
gigkeit von der Quantenenergie monoton verlauft. Dieser Fall kann 
dann eintreten, wenn die betrachtete Reaktion durch andere, 
gleichzeitig ablaufende photonukleare Prozesse konkurrenziert wird 
und das Verzweigungsverhaltnis dieser Reaktionen fiir gewisse 
Quantenenergien Maxima bzw. Minima bildet. In den beiden erst- 
genannten Fiillen ist zu erwarten, dass die Partialquerschnitte simt- 
licher vorkommenden photonuklearen Reaktionen den gleichen re- 
sonanzartigen Verlauf zeigen, im zweiten dagegen nicht. 

Um diese Frage beim Isotop Li’? noch genauer zu untersuchen, 
wurde die Energieabhingigkeit des Wirkungsquerschnitts fiir die 
Li(y, n)-Reaktion aufgenommen. Da der Prozess am Li’ auf das 
stabile Li® fiihrt, so erfordert sein Nachweis eine direkte Messung 
der abgespaltenen Neutronen. Eine Trennung dieser Reaktion von 
dem gleichzeitig am Isotop Li® auftretenden (y, n)-Prozess ist bei 
dieser Methode allerdings nicht méglich. Man misst die Summe 
beider Reaktionen und nimmt plausiblerweise an, dass der Beitrag 
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des Li® infolge seiner kleinen natiirlichen Haufigkeit (7,52°%) neben 
demjenigen des Hauptisotops Li’? vernachlissigt werden darf. Als 
Neutronendetektor lasst sich am Betatron, dessen Gammapulse 
(Dauer 10 ws) sehr kurz gegenitiber den strahlungsfreien Zeitinter- 
vallen (~ 4/5) s) sind, mit Vorteil das Proportionalzaéhlrohr mit Bor- 
trifluorid-Fiillung verwenden. Ein solcher ,,Borzihler*‘ in der von 
Hanson angegebenen Form?) hat innerhalb weiter Grenzen eine 
konstante, von der Energie der einfallenden Neutronen unabhin- 
gige Empfindlichkeit. Da der Verlangsamungsprozess in dem dem 
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Fig. 1. 


eigentlichen Ziahler vorgeschalteten Paraffin im Mittel etwa 100 us, 
d.h. rund 10mal langer als der Betatronpuls dauert, so gelangt 
wahrend des Pulses nur ein geringfiigiger Bruchteil der ausgelésten 
Neutronen in den Borzihler. Dieser Umstand erlaubt es, die Zihl- 
anordnung fiir die kurze Dauer des Gammapulses zu unterbrechen 
und dadurch eine Belastung des Zahlrohrs durch Bremsstrahlungs- 
quanten zu vermeiden. 
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2. Versuchsordnung. 


Fig. 1 zeigt das Schema der Messanordnung. Das Bremsstrahlungs- 
biindel durchsetzt zunichst einmal einen Bleikollimator von 42,8cm 
Dicke. Im Blei, hauptsiachlich an den Wianden des zylindrischen Blei- 
kanals (18 bzw. 21,6 mm Durchmesser), werden durch die Gamma- 
strahlen zahlreiche Photoneutronen ausgelést. Zur Verlangsamung 
dieser schnellen Neutronen wird dem Ziahler eine durchbohrte Pa- 
raffinwand von 40,6 em Dicke vorgeschaltet. Dieser Paraffinmode- 
rator erwies sich als sehr wirksam: die vom Neutronenuntergrund 
(ohne Lithium-Praparat) hervorgerufene Stosszahl im Borzihler 
steigt auf das Zehnfache, wenn man das Paraffin entfernt. In der 
Achse des Bremsstrahlungsbiindels, 45 em von der Paraffinwand 
entfernt, befindet sich das Priparat, ein zylindrischer Block metal- 
lisches Lithium (5 x 11,5 em), welcher unter Luftabschluss in einer 


Strahlachse 
Al-Halse i 











0 
Fig. 2. 


Aluminiumbiichse von 6,5 em Innendurchmesser und 0,2 mm Wand- 
stiirke sitzt. Die ganze Anordnung wurde so justiert, dass einerseits 
der Paraffinkanal und die zylindrische Mantelflache der Aluminium- 
hiilse von der Gammastrahlung nicht touchiert und andrerseits der 
Lithiumzylinder von ihr voll ausgeleuchtet wurde. Diese Justierung 
wurde mit diinnwandigen (0,3 mm), zur Strahlachse konzentrischen 
Kupferzylindern verschiedener Durchmesser gepriift. Als Mass der 
Gammaintensitit diente die im Cu®(y, n)-Prozess induzierte Cu®?- 
Aktivitit, deren Verlauf Fig. 2 zeigt. 

Um die aus der Paraffinwand entweichenden thermischen und 
epithermischen Neutronen vom Borzihler abzuhalten, wurde dessen 
empfindliche Frontseite mit 1 mm dickem Cadmiumblech, sowie 
einer 2 cm dicken Schicht Bortrioxyd (B,O,) abgedeckt. Durch 
diese Massnahme werden natiirlich auch die aus dem Lithiumpripa- 
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rat stammenden langsamen Neutronen weitgehend abgehalten. Da 
diese Neutronen vorwiegend hohe Energie besitzen, so handelt es 
sich dabei um einen sehr kleinen Effekt. Die Untergrundzihlrate 
hingegen konnte auf diese Weise weiterhin um einen Faktor 2,5 her- 
abgesetzt werden. 

Das Blockschema des elektronischen Teils der Versuchsanordnung 
zeigt Fig. 3. Der verstiirkte Puls des Borzihlers wird in der Mitte 
des Sattigungsbereichs der integralen ,, Biaskurve* diskriminiert und 
gelangt tiber ein Verzégerungsglied von ca. 2 ws an den Eingang des 
,Antikoinzidenzgates** (D). Der Puls bei D gelangt weiterhin dann 
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Fig. 3. 


und nur dann in die Zahlstufe, wenn nicht gleichzeitig ein negatives 
Signal am andern Eingang (H) des ,,Antikoinzidenzgates“ erscheint. 
Der ,,Sperrpuls** bei H wird folgendermassen erhalten: Die Streu- 
strahlung eines Betatronpulses wird mit Hilfe eines Anthracen- 
kristalls in Verbindung mit einem Photomultiplier registriert, ver- 
starkt und an einem ROC-Glied differenziert. Bei F erhalt man somit 
einen schmalen Puls, welcher zeitlich nahezu (d. h. innerhalb von 
weniger als 2 ws) mit dem Beginn des Betatronpulses zusammen- 
fallt. Von F gelangt der Puls iiber den bereits erwahnten Diskrimi- 
nator zu einem Univibrator und einem Countingratemeter. Bei rich- 
tiger Einstellung von Verstairkung und Diskriminator muss das 
Countingratemeter eine Frequenz von 50 Hz, entsprechend der 
Strahlrepetierfrequenz des Betatrons, anzeigen. Der Univibrator, 
dessen Zeitkonstante Tg variabel ist, liefert das negative Sperr- 
signal (H). Dieses Signal ist rechteckférmig, hat die Zeitdauer Tg = 
25 ws und sperrt den ,,Gatekreis“ fiir die Dauer des Betatronpulses. 
Eine stiandige Kontrolle der Zeit Tg erfolgt durch Beobachtung in 
einem Oszillograph und Vergleich mit einer Normalfrequenz. 
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3. Messungen. 


Die Anregungskurve einer photonuklearen Reaktion wird mit 
dem Betatron durch Messung der integralen Ausbeute als Funktion 
verschiedener Einstellungen der Grenzenergie des Bremsspektrums 
erhalten. Unter Zugrundelegung einer bestimmten Form dieses 
Spektrums lisst sich hieraus die differentielle Anregungskurve der 
betreffenden Reaktion auf analytischem Wege gewinnen. Da die Ge- 
samtintensitit des Bremsspektrums empfindlich von der eingestell- 
ten Grenzenergie abhingt (sie ist angenihert der dritten Potenz 
derselben proportional), so miissen Neutronenausbeute und Brems- 
strahlungsintensitat fiir jede Grenzenergie simultan gemessen wer- 
den. Als Intensitiitsmass kann auch die Ausbeute einer photo- 
nuklearen Reaktion, deren differentielle Anregungskurve gut be- 
kannt ist, beniitzt werden. Hiefiir eignet sich beispielsweise der 
Prozess Cu® (y, n)Cu®?, der von verschiedenen Autoren sorgfaltig 
untersucht worden ist. Bedeutet A(H,) das fiir eine bestimmte 
Grenzenergie EH, gemessene Verhiltnis zwischen Neutronenausbeute 
an Lithium und Sattigungsaktivitit des Isotops Cu®?, so gilt bis auf 
geometrische, empirisch leicht zu ermittelnde Faktoren 

Ey 
[o,,(E) N,(£) dE 
A(E,)=— (1) 


Ey 


| O¢y (EB) N,(B) dE 


Hierin bedeutet N,(H#) das Energiespektrum der Bremsstrahlung. 
Dieses stimmt, wie an unserem Institut durchgefiihrte Messungen 
(noch unver6ffentlicht) zeigen, in dem in Frage kommenden Ener- 
giebereich (14—31 MeV) sehr gut mit dem von Scurrr*) berechneten 
Spektrum iiberein. Die Anregungskurve o¢,(H) der Cu®(y,n)- 
Reaktion wurde der Arbeit von Katz und CAMERON‘) entnommen. 
Mit dem fiir eine bestimmte Grenzenergie E,, unter Zugrundelegung 
dieser Daten berechneten Nenner in Gleichung (1) und dem direkt 
experimentell gemessenen Ausbeuteverhiltnis A(H,) erhalt man als 
Zihler von (1) die integrale Ausbeute in Funktion der Grenzenergie 
K,,. Daraus liasst sich als einzige iibrigbleibende Unbekannte der 
Reaktionsquerschnitt o1;(F) nach verschiedenen, sowohl analyti- 
schen wie auch graphischen Verfahren in Abhangigkeit von der 
(Juantenenergie HE berechnen. In der vorliegenden Arbeit wurde 
hierzu die von Spencer®) angegebene, analytische Methode ver- 
wendet. In Fig. 4 (Kurve I) ist das gemessene Verhialtnis A in Ab- 
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hingigkeit von der Grenzenergie E, aufgetragene, ferner die inte- 
grale Ausbeute der Li(y,n)-Reaktion (Kurve II). Die Unterbriiche 
im monotonen Verlauf der Kurve IT weisen auf das Auftreten von 
Maxima im Wirkungsquerschnittsverlauf hin. Die aus der Ana- 
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lyse dieser Kurve nach der Methode von Spencer bestimmte dif- 
ferentielle Anregungsfunktion o,;(H) zeigt Fig. 5. Zum Vergleich 
ist auch noch die entsprechende Anregungskurve des (y,p)-Prozes- 
SeS, O7)7(., p) (EZ) (punktiert), eingezeichnet. 
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4, Diskussion. 


Die beiden ersten Maxima, M,, M, der (y,n)-Reaktion werden, 
wie man der Fig. 5 entnimmt, von der Li*(y,p)-Reaktion eindeutig 
mitgemacht. Dagegen ist vom dritten und héchsten Maximum M, 
des (y,n)-Querschnittes in der (y,p)-Reaktion keine Andeutung zu 
finden. Dieser Befund erscheint deshalb merkwiirdig, weil nach den 
Auswahlregeln des Isotopenspins die Emission eines Neutrons oder 
Protons gleichzeitig entweder verboten oder erlaubt ist®). Es be- 
steht nun allerdings die Méglichkeit, dass das Maximum M, nicht 
vom (y,n)-, sondern vom (y, 2n)-Prozess herriihrt, dessen Schwellen- 
energie bei 12,5 MeV liegt. In diesem Falle wire das Ausbleiben des 
(y,p)-Maximums verstiindlich, da die Emission zweier Neutronen 
mehr Méglichkeiten fiir die Anderung des Isotopenspins offen lisst, 
als die Emission eines Protons. Eine experimentelle Bestitigung 
dieser Vermutung wire wohl am einfachsten durch den Nachweis 
der Protonen zu erbringen, die beim Zerfall des im (y, 2n)-Prozess 
entstehenden, instabilen Li® emittiert werden und die eine einheit- 
liche Energie von rund 1,4 MeV haben sollten. 


Ob das Maximum M,, M, durch elektrische Quadrupol- (oder 
magnetische Dipol-)Absorption, das Maximum M, hingegen durch 


elektrische Dipolabsorption zustandekommt, wie das durch die Er- 
gebnisse einer Arbeit iiber die (y,n)-Reaktion an O18 durch Spicer’) 
nahegelegt wird, kénnte durch eine Untersuchung der Winkelver- 
teilung der Photoprotonen entschieden werden. 


Eine aihnliche Messung der Neutronenausbeute an Lithium, je- 
doch bei tieferen Grenzenergien des Bremsspektrums (bis maximal 
19 MeV) wurde von GotpEMBERG und Karz§) durchgefiihrt. Die 
Autoren finden mehrere ,,Knicke“ in der integralen Anregungs- 
kurve, die sich als Resonanzstellen interpretieren lassen. Der oberste 
dieser Knicke bei 17,5 MeV stimmt gut mit der Lage eines der von 
uns gefundenen Maxima (M,,) tiberein. 


Herrn Prof. Dr. H. WArrier danken wir fiir die Anregung zu 
dieser Arbeit, fiir seine Mithilfe bei den Messungen und der Diskus- 
sion der Ergebnisse. Der gleiche Dank gebiihrt Herrn Dr. M. WauTER. 
Herrn Prof. Dr. H. R. Scutnz, dem Leiter der Universitits-Réntgen- 
klinik, verdanken wir die Uberlassung des Betatrons fiir die 
Bestrahlungen. 





F. Heinrich und R. Rubin. 
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Die komplexen Betaumwandlungen von Na” und Al” 


von D. Maeder und P. Staehelin*) (ETH., Ziirich). 
(19. I. 1955.) 


Abstract. The 1 min-activity of Na*5, produced by irradiation of Mg in the 
betatron, has been investigated using scintillation techniques for the measurement 
of B- and y-ray energies. The single pulse spectrum from a Nal(Tl)-crystal, as 
recorded in the exponential sweep photographic pulse spectrometer, is analysed 
into 4 y-rays of 384 + 10, 576 + 10, 978 + 15, and 1603 + 20 keV (§ 3). The 
pulse height distribution from an anthracene crystal yields an end-point energy 
of 4,0 + 0,2 MeV for the £-transition to the ground state of Mg®> (§ 4). Analysis 
of the B-spectrum into partial transitions to the excited states of Mg*> is performed 
by means of By-coincidence studies. The double pulse spectrograph, used for 
recording at one time information about coincidences between all possible energy 
pairs, is briefly described in § 5. For convenience in counting large numbers of 
coincidences, the photographic recording method is supplemented with counting 
channels, which can be set individually to combine the desired f- and y-ray energy 
bands. The general procedure for the evaluation of such measurements is outlined 
in an especially simple example of yy-coincidences. 

The evaluation of Sy-coincidences from Na*> shows that resp. 65%, 3,5%, 25% 
and 6,5% of the transitions lead to the ground state and to the first three excited 
states of Mg®>. From the ft-values we conclude that Na®> has spin 3/2* (§ 8), which 
means that the well-known spin anomaly of the stable nucleus Na** occurs also 
in Na’, 

In the short-lived activities of Al?**+2*, obtained by proton bombardment of Mg 
in the cyclotron (§ 6, 7) we have found a weak y-ray of 1,58 + 0,03 MeV. The 
y:B+ ratio indicates a normal allowed transition from Al** to the 1,6 MeV-level in 
Mg*>, which therefore must be either a 3/2* or 5/2* state (§ 8). Qualitative argu- 
ments lead to a (d;,.)° (d3,.)” assignment for this level. 


Investigations of the stripping reactions on Mg?4 by Hott and Marsuam (d, p) 
and by GotpBeErG (d,n) have demonstrated the single-particle properties of at 
least five even parity levels below 3 MeV, in both Mg” and Al*>. The results of 
the present work fix the spin value of the second excited state in Mg®> uniquely 
(3/2+), thus confirming the predictions of the nuclear shell model for the lowest 
three levels. For the production of the other single-particle states (excitation 
energies between 1,9 and 3 MeV) in direct stripping processes, a mechanism com- 
bining ordinary stripping with electric excitation of the Mg** core is suggested. 


*) Jetzt an der Universitat Urbana (Illinois). 





D. Maeder und P. Staehelin. 


§ 1. Problemstellung. 


Fiir unsere Kenntnis der Kernstruktur sind experimentelle Daten 
iiber die 6-Umwandlungswahrscheinlichkeiten aufschlussreich, sei 
es, dass aus der groben Klassifikation der ft-Werte unmittelbar 
Bedingungen fiir die Drehimpuls- und Parititsanderungen folgen, 
sel es, dass die feinere Unterscheidung der ft-Werte Schliisse auf 
Besonderheiten einzelner Kernzustinde gestattet. Bei jenen radio- 
aktiven Kernen, deren Grundzustand sich nicht durch das Einteil- 
chen-Schalenmodell?) erkliren lasst, ist daher die Bestimmung 
genauer /t-Werte von besonderem Interesse. Ein solcher Fall liegt 
vor, wenn ein Kern mit ungerader Massenzahl 11 Protonen oder 
11 Neutronen besitzt. Fiir die stabilen Kerne ,,Ne{} und ,,Na% er- 
geben direkte Bestimmungen?) des Kernspins den Wert I = 3/2, 
dessen Deutung im Rahmen eines Schalenmodells die Annahme von 
Dreiteilchen-Zustianden nahelegt?)’). Fiir ,,Naz} und ,,Mg%3 lassen die 
kurzen +-Zerfallsperioden (log ft = 3,6 bzw. 3,7) und das Fehlen 
von y-Emissionen*)®) auf véllige Analogie mit den Grundzustinden 


von Ne*! baw. Na?’ schliessen. Auch fiir ,, Na? gilt im Grundzustand 


vermutlich J = 3/2, jedoch kann sich dieses Isotop beim Betazerfall 
nicht in einen analog aufgebauten Spiegelkern umwandeln; viel- 
mehr entsprechen die tiefsten Zustiande des Folgekerns ,,Mg73 einem 
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Einteilchen-Modell. Waren nun beim Na® alle Protonen bis auf 
eines gepaart (Einteilchen-Zustand, I = 5/2), so kénnte sich die 
Umwandlung eines der 6 d;,.-Neutronen in ein Proton der selben 
Schale ohne Anderung irgendeiner Quantenzahl vollziehen, so dass 
fiir den £-Zerfall Na?>—> Mg* ein ahnlich niedriger /t-Wert wie bei 
den vorher erwahnten iibererlaubten Ubergiingen méglich wire*). 
Falls aber beim Na®> die (d;))3-Konfiguration mit dem Gesamt- 
spin 3/2 iiberwiegt, so erfordert der 6-Zerfall ene Umorientierung 
der Protonen in der d;).-Schale und sollte daher langsamer vor sich 
gehen. Der von BLeuLer und Ztnvr’) fiir den Ubergang von Na” 
zum Grundzustand des Mg® erhaltene /t-Wert — der in den Bereich 
der Werte fiir normal erlaubte Uberginge fallt — legt die letztere 
Deutung nahe; die gleichen Autoren entdeckten aber auch eine 
y-Strahlung, von der sich allerdings mit den damals verfiigbaren 
Untersuchungsmethoden (Absorptionskurven mittels Geiger-Zahl- 
rohren) weder die Energie, noch die Intensitiat zuverlissig messen 
liess. Das von BLEULER und ZtUntr angenommene Verzweigungs- 
verhiltnis und damit auch die ft-Werte fiir die Partialspektren sind 

*) Dass log ft-Werte < 4 auch bei Ubergangen zwischen nicht spiegelbildlichen 
Kernen vorkommen, zeigt fiir die 1 d;,.-Schale das von BRowN und PEREZ-MENDEZ*) 
untersuchte Beispiel ,,)Ne?3? — ,,Na%3*. 
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daher mit grosser Unsicherheit behaftet, so dass es uns lohnend er- 
schien, den Zerfall von Na®> mit verbesserten Messmethoden zu 
untersuchen. In einer vorliufigen Mitteilung’) haben wir kurz iiber 
das mit dem Szintillationsspektrographen gefundene komplexe y- 
Spektrum sowie tiber einige Py-Koinzidenzversuche berichtet. Im 
folgenden méchten wir diese Experimente niher beschreiben (§ 2, 
3, 4) und besonders auf anschliessend unternommene Koinzidenz- 
messungen mit doppelter Energieauflésung eingehen (§ 5). 

Im Gegensatz zu Na® wandelt sich Al®> mit sehr kurzer, fiir 
supererlaubte $-Ubergiinge charakteristischer Halbwertszeit®) in 
Mg*> um. Die Grenzenergie des Positronenspektrums ist nie direkt 
gemessen worden; aus den Y-Werten der Reaktionen Mg*4(n, y) Mg?® 
und Mg*4(d, n) Al®> berechnet man Eg na, = 3,22 MeV?®), falls die 
Umwandlung zum Grundzustand des Mg? fiihrt. Um diese Annahme 
experimentell zu priifen und allfallige Verzweigungen auf angeregte 
Zustinde im Magnesium zu bestimmen, haben wir beim Positronen- 
zerfall von Al®* nach y-Strahlen gesucht (§ 6). Bei der Aktivierung 
von Al® entstand stets auch das in der Halbwertszeit nur wenig 
verschiedene®) angeregte Al?®, das wir bereits friiher auf anderem 
Wege (ohne Beimischung von Al**) erzeugt und nach dem vermute- 
ten schwachen isomeren Ubergang!) abgesucht hatten. Die wesent- 
lich héhere spezifische Aktivitit der in der vorliegenden Arbeit unter- 


suchten (Al*5+ Al?*)-Priparate erméglichte uns, ausser einer grés- 
senordnungsmissigen Abschitzung der Verzweigungsverhiltnisse 
bei der Umwandlung Al** — Mg*5, auch eine Verschirfung der 
oberen Grenze fiir die Intensitiit allfialliger y-Emissionen beim Zer- 
fall des angeregten Al?® (§ 7). 


§ 2. Messanordnung und Priaparate. 


In Anbetracht der kurzen Halbwertszeiten wurde die vorliegende 
Arbeit durchwegs mit Szintillationszihlern ausgefiihrt. Die Ampli- 
tudenverteilungen wurden in einem Impulsspektrographen photo- 
graphisch registriert, in aihnlicher Weise wie bei dem friither be- 
schriebenen Gerit??), jedoch mit exponentieller Zeitablenkspannung 
zur Erzielung einer linearen Intensitiitsskala. Wahrend jeder Auf- 
nahme werden mittels Untersetzern und Ziihlwerken die absoluten 
Stosszahlen in fiinf einstellbaren Amplitudenbereichen bestimmt. 
Aus der Kombination der Zihlergebnisse mit der durch Umkopieren 
auf hartes Papier gewonnenen photographischen Kurve?!’) erhialt 
man den Verlauf des Spektrums in absolutem Mafstab. 

Fiir Koinzidenzmessungen mit doppelter Energieverteilung wurde 
die Zeitablenkung durch eine der Impulsamplitude aus dem zweiten 
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Zahler proportionale MefSspannung ersetzt. Die photographische 
Platte registriert in diesem Fall eine zweidimensionale Punktmenge, 
deren Koordinaten den in den beiden Zahlern zeitlich koinzidie- 
renden Partikel- bzw. Quantenenergien entsprechen. Eine genauere 
Beschreibung dieses Verfahrens wird in § 5 gegeben. 

Zur Messung der f-Teilchen diente ein Anthrazenkristall von 
24 mm ¢@ und 17 mm Lange; die Untersuchung der y-Spektren 
erfolgte mit einem Nal(Tl)-Kristall von 35 mm @ und 25 mm Lange. 
Die Anordnung der Praparate mit Absorbern und Kollimatoren 
richtete sich nach den zu untersuchenden Zerfallen: 


a) Na*® — Mg. 


Die 1 min-Aktivitét von Na®® kann auf verschiedene Weise aus 
Mg erzeugt werden’). Der Kernphotoeffekt an Mg (natiirliches 
Isotopengemisch) hefert ausser Na®* auch das stabile Na?* und die 
mit 12 sec, bzw. 15 h Halbwertszeit zerfallenden Produkte Mg?* 
und Na*4. Anderseits erhalt man bei der Bestrahlung mit schnellen 
Neutronen starke Stéraktivitaten von Na* (15 h), Ne?? (40 sec) 
und Mg?? (9,5 min)’). Da uns das 30 MeV-Betatron des Kantons- 
spitals zur Verfiigung stand*), haben wir uns fiir die erstgenannte 
Aktivierungsmethode entschieden, bei welcher sich die Ausscheidung 
der Stéraktivitaten wegen der grésseren Unterschiede in den Halb- 
wertszeiten leichter durchfiihren lasst. Um ihre Beitriige bei der 
spateren Aufnahme der Na®-Spektren méglichst klein zu halten, 
wurde in einem Vorversuch mit einem Pb-Kollimator zwischen 
Praparat und Kristall das zeitliche Abklingen der Impulsfrequenzen 
in drei breiten Energiebereichen des NalI-Szintillationsspektro- 
meters fiir ein 90 sec bestrahltes Stiick Mg-Metall von etwa 10 cm? 
verfolgt und wahrend dreier Zeitabschnitte A, B, C je eine Auf- 
nahme des y-Spektrums gemacht. Die in Fig. 1 dargestellten Zer- 
fallskurven lassen deutlich erkennen, dass der 12 sec-Anteil vor- 
wiegend aus Gamma-Strahlung niedriger Energie (< 600 keV), der 
langlebige Anteil praktisch nur aus solcher hoher Energie besteht. 
Auf den Spektrogrammen war im Falle A ausser einem Brems- 
kontinuum nur die Annihilationslinie von Mg?’ erkennbar; im Falle 
C zeigte sich das bekannte Spektrum von Na*4, mit Andeutungen 
einiger zusatzlicher unbekannter Linien. Alle neuen Linien traten 
im Zeitabschnitt B, der fiir die Untersuchung der 1 min-Aktivitat 
am giinstigsten gewahlt war, am starksten hervor. Bis zum Beginn 


*) Herrn Prof. Scu1nz danken wir fiir die Erlaubnis zur Beniitzung des Beta- 
trons, Herrn Dr. Joyer und Herrn Mavuper ti fiir ihr freundliches Entgegen- 
kommen bei der Vereinbarung der Bestrahlungen. 
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des Zeitabschnittes B sind die anfiainglichen Intensitiéten bereits so 
stark abgefallen, dass wir es fiir die weiteren Untersuchungen an 
Na®> vorzogen, die Praparate unter Verzicht auf jegliche Kollima- 
tion so nahe wie méglich an den Kristall heranzubringen. Fig. 2 
zeigt 1m unteren Teil den y-Kristall mit dem zur Abbremsung der 
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Fig. 1. 
Zeitlicher Verlauf der in Mg durch Bestrahlung im Betatron erzeugten Aktivitaiten 
in verschiedenen Energiebereichen des y-Spektrums. 

B-Teilchen dienenden Graphitabsorber von 8 mm Dicke. Zur Auf- 
nahme des y-Einzelspektrums haben wir dicke Mg-Zylinder (15 mm 
Durchmesser, 10 mm dick) von 99,9% Reinheit*) beniitzt, um mit 
relativ wenigen Bestrahlungen eine gute Statistik zu erhalten. 
Wegen des sonst anwachsenden 15 h-Untergrundes wurde fiir jede 
Bestrahlung neues Mg verwendet. 

*) Nach Angabe der Herstellerfirma (Selve AG., Thun) kommen als Verunreini- 
gungen hauptsachlich Al und Fe in Betracht. 
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Bei der Messung der £-Spektren musste die Priiparatdicke auf 
0,5 mm beschriinkt werden, um die Energie- und Partikelverluste 
in der Quelle hinreichend klein zu halten. Wegen der hierdurch be- 
dingten geringen Praparatstirke wurde fiir die Koinzidenzmessungen 
eine grosse Anzahl] 0,5 mm dicker Scheibchen von 15 mm @ ange- 
fertigt, welche in eine kleine Vertiefung im Zentrum des Graphit- 
absorbers passten. 2mm dariiber befindet sich das Aluminiumfenster 
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Fig. 2. 


Kristallanordnung fiir By-Koinzidenzmessungen. 


zum 6-Kristall. Fiir die in Fig. 2 dargestellte Anordnung mit abge- 
schragter Vorderkante des £-Kristalls betragt der tiber die Praparat- 
fliche gemittelte geometrische Raumwinkel 4 27-22%, wovon rund 
drei Viertel auf Richtungen mit mindestens 8 mm Absorptionsweg 
im Kristall entfallen. Nach den Absorptionskurven von BLEULER 
und Zint1}5) muss daher fiir ein Fermi-Spektrum von 4 MeV Grenz- 
energie der bei weitem iiberwiegende Teil der Elektronen die volle 
Energie im Kristall umsetzen (siehe § 4). 


b) Al?® — Mg** und Al?® — Mg?®. 


Durch Bestrahlung von spektroskopisch reinem Mg-Metall*), 
zunichst in Form eines 6 mm dicken Stiabchens, mit 6,7 MeV- 
Protonen aus dem Zyklotron wurden die 7 sec-Aktivititen von Al?5 


*) Herstellerfirma: Johnson & Matthews, London. 
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und Al?° in vergleichbarer Ausbeute erzeugt. Nach 10 sec dauernden 
Bestrahlungen wurde die Target jeweils pneumatisch in die Nahe 
des ausserhalb der Zyklotronabschirmungen aufgestellten Nal- 
Szintillationskristalls beférdert und das y-Spektrum 10 see lang 
aufgenommen. 

Zur weiteren Verminderung des Untergrundes wurde der Kristall 
samt der Photoroéhre allseitig mit etwa 10 cm Pb umgeben. Die mit 
dem Zyklotron erzielten Praparatstarken erméglichten es, mit 16cm 
Abstand zwischen Quelle und Kristall zu messen und den effektiven 
XYaumwinkel durch einen konischen Kollimatorkanal zu definieren. 
Da im Vergleich zu der gesamten Positronenaktivitit die gesuchten 
y-Ubergiinge sehr schwach sind, haben wir, um eine Ubersteuerung 
des Impulsspektrographen zu vermeiden, die Annihilationsstrahlung 
durch einen halbwegs zwischen Quelle und Kristall angebrachten 
Bleiabsorber um das 600fache reduziert, wahrend y-Quanten von 
1 bzw. 1,6 MeV nur um Faktoren 22 bzw. 8 geschwacht wurden. 
Eine starke zusitzliche Verminderung der Annihilationsstrahlung 
erzielten wir bei spaiteren Versuchen, bei welchen die massive Mg- 
Target durch ein 0,2 mm dickes Plaittchen ersetzt war, dessen Ebene 
bei der Bestrahlung senkrecht zum Protonenstrahl, bei der Messung 
aber parallel zur Kollimatorachse stand. Bei dieser Anordnung ent- 
weichen etwa 90% der Positronen aus der Quelle und erzeugen ihre 
Annihilationsquanten an solchen Stellen, die vom Kristall aus ge- 
sehen durch mehrere cm Pb verdeckt sind. 

Bei der vorgiingigen Untersuchung der reinen Al?®-Aktivitaét!), 
die mit Hilfe des Betatrons in spektroskopisch reinem Al-Metall 
erzeugt wurde, konnte die erwiinschte Diskriminierung der Annihi- 
lationsstrahlung wegen der viel geringeren spezifischen Aktivitit 
nicht so wirksam wie bei den Zyklotron-Priparaten gestaltet werden. 
Die Bestrahlungen am Betatron dienten daher vor allem dem 
Zweck, mit der gleichen Zaihlapparatur den Unterschied der Halb- 
wertszeit T, von Al?® gegeniiber der Halbwertszeit T, der im Zyklo- 
tron erzeugten Mischung von (Al®5 + Al?®) festzustellen und daraus 
das Verhaltnis Al?*: Al2® abzuschitzen. Das Abklingen der Annihi- 
lationsstrahlung wurde jeweils iiber 8 Halbwertszeiten gemessen. 
Dabei erhielten wir als relativen Unterschied der Halbwertszeiten 

(T, — T,)/T, = (5,5 + 3)%. 
Aus dem Vergleich mit der von CuurcuiIt et al.%) fiir die reinen 
Perioden gemessenen Differenz von 14% schliessen wir, dass in den 
gemischten Priparaten kurz nach der Bestrahlung héchstens 2/3, 
mindestens aber 1/,, der Positronenaktivitét dem Al®* zuzuord- 
nen ist. 
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c) Eichung. 


Fiir die Messung der y-Spektren wurde die Energieskala mit Hilfe 
der von Hg?3, Au, Cs!87, Zn® und Na?? emittierten y- und Anni- 
hilationsquanten festgelegt. Da die Halbwertsbreite der Photo- 
spitzen je nach Energie etwa 20... 10% betriagt, schatzen wir die 
Eichgenauigkeit auf 2... 1%. Das y-Spektrum der bei langerer 
Bestrahlung von Mg im Betatron erhaltlichen Na*4-Aktivitat 
(Spitzen bei 1368, 1732, 2243 und 2754 keV) wurde gelegentlich 
ebenfalls zur Eichung herangezogen. 

Fiir die £-Energiemessung lieferte die von einem diinnen Cs!%"- 
Praparat emittierte Konversionslinie von 630 keV (83% K-, 14% L-, 
3% M-Konversion'*)) einen bequemen, jederzeit verfiigbaren Kon- 
trollpunkt. Das Szintillationsspektrogramm (Fig. 4, oben) zeigte 
eine vom kontinuierlichen £-Spektrum vollig getrennte, annihernd 
symmetrische Linie von 19% Halbwertsbreite, deren Schwerpunkt 
auf etwa 10 keV genau abgelesen werden konnte. Wegen der Un- 
sicherheit einer allfilligen Extrapolation von 0,6 auf 4 MeV wurde 
die Cs-Linie aber nur zur Uberwachung der Verstarkung in der 
Photovervielfacherréhre beniitzt, wihrend zur eigentlichen Ener- 
gieeichung das £-Spektrum von Cl** diente. Hierzu wurde CCl, im 
Zyklotron mit verlangsamten Neutronen aus der Reaktion Cu (p,n) 
bestrahlt. Das entstandene 37 min-Chlor wurde mit stark verdiinnter 


HCl extrahiert, als AgCl gefallt und auf einem Filtrierpapier ge- 
sammelt. Zur Messung (in der Anordnung nach Fig. 2) wurde das 
C1%8-Praparat mit zusatzlichen Schichten Filtrierpapier bedeckt, um 
gleiche Massenbelegung wie bei den Mg-Scheibchen zu erhalten. 


§ 3. Gamma-Spektrum von Na”, 


Die Ergebnisse des in § 2a erwahnten Vorversuches (Zerfalls- 
kurven, Fig. 1) zeigen, dass bei unseren Bestrahlungen ausser den 
der 1 min-Periode zugehérigen neuen Linien keine weiteren unbe- 
kannten y-Aktivitaéten in merklichem Masse angeregt wurden. Fiir 
eine genauere Untersuchung der 1 min-Aktivitaét haben wir die Bei- 
triage von Mg?* und Na** méglichst reduziert durch Verkiirzung 
sowohl der Bestrahlungs- als auch der Messdauer auf je 1 min und 
Beginn der Messung jeweils 24% min nach Bestrahlungsende. Ein 
mit 20 Praparaten in diesem Zyklus aufgenommenes y-Spektro- 
gramm haben wir bereits publiziert*). Fig. 3 zeigt — als oberste 
Kurve — das Mittel aus mehreren solcher, teilweise mit 2mal oder 
4mal grésserer Verstiirkung ausgefiihrter Messreihen. Die aus ins- 
gesamt etwa 80 Bestrahlungen bestimmten Energiewerte der Photo- 
linien sind in Tab. 1 zusammengestellt. 
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Die in Fig. 3 dargestellte Zerlegung in die einzelnen Komponenten 
haben wir in folgender Weise erhalten: Das Bremskontinuum wurde 
auf Grund der vereinfachenden Annahme, dass auf einen y3-Uber- 
gang etwa 5,5 £-Teilchen eines Fermi-Spektrums von 3,7 MeV 
Grenzenergie entfallen (vgl. Fig. 11), roh abgeschatzt, unter Be- 
niitzung der von Cuane und Fatxorr?’) (innere Bremsstrahlung) 
bzw. Berne und Asuxrn?’) (aussere Bremsstrahlung) zusammen- 
gestellten Formeln und Kurven. 


Die oberhalb 1,7 MeV vorhandene Stosszahl rihrt fast vollstandig 
vom 15 h-Untergrund her; das entsprechende Spektrum wurde auf 
Grund einer Messung von reinem Na (aus 25 min bestrahltem Mg) 
in den Bereich niedriger Energien extrapoliert. Zu der bei 1,6 MeV 
iibrigbleibenden Photospitze y, haben wir die entsprechende 
Compton-Verteilung in Anlehnung an eine kiirzliche Untersuchung 
iiber die Form von Szintillationsspektren) niherungsweise berech- 
net (betreffs p*, siehe unten). Nach deren Subtraktion war die Flache 
der Photolinie y;, und nach Wiederholung des Verfahrens auch die- 
jenige der iibrigen Linien (yg, y,) festgelegt. Schliesslich blieb eine 
Verteilung mit einem breiten Maximum bei ~ 0,2 MeV iibrig, die 
wir grésstenteils der Streustrahlung aus der Umgebung des Kristalls 
zuschreiben. Die wesentlich gréssere Flache und Breite dieser Streu- 
strahlungsverteilung gegeniiber der Summe der nach 9) berechneten 
, Riickstreulinien“ erklirt sich zwanglos durch die hier verwendete 
Praparatanordnung (Fig. 2), in welcher die Umgebung des Kristalles 
nicht gegen direkte Bestrahlung abgeschirmt war. 


Infolge der in dieser Hinsicht ungiinstigen Geometrie sind ferner 
die effektiven Photoanteile p* viel niedriger als die fiir einen Kristall 
mit /LR = 2,1 cm bei achsenparallelem Einfall geltenden Werte. 
Wir haben deshalb mit Eichquellen die Photoanteile fiir die vor- 
liegende Anordnung bei y-Energien von 411, 662 und 1115 keV 
experimentell bestimmt und die berechneten p*-Kurven?®) nur zur 
Extrapolation auf die Energien y,..., des Na**-Spektrums beniitzt. 
In Tab. 1 sind die entsprechenden p*-Werte angegeben, sowie die 
mit ihrer Hilfe berechneten, den einzelnen y-Komponenten zuge- 
ordneten gesamten (d. h. bis zur Impulsamplitude 0 extrapolierten) 
Stosszahlen n,...4 pro Bestrahlung. Diese Stosszahlen sind auf die 
spater zur Messung der £-Teilchen verwendeten diinneren Praparate 
umgerechnet. Zur Umrechnung wurde das experimentell bestimmte 
Verhiltnis der Gesamtstosszahlen (ohne Energiezerlegung) bei 
dicken und diinnen Priparaten beniitzt und die Anderung des 
mittleren Praparatabstandes und der Selbstabsorption beriick- 
sichtigt. 





























Ta 
Beim Ubergang Na®® = 
Intensitaten beziehen sich auf ein 0,5 mm dickes Prapara 





























Gesamte 
Bezeichnung E , Scheinbarer Stosszahl 
des —_ Photoanteil (Photo + 
Uberganges " p*(%) Compton) 
n 

Vy 384 + 10 56 270 

Ve 576 + 10 34 300 

Ys 978 + 15 20 400 

Vs 1603 + 20 12 130 








*) Eine Beimischung dieser Strahlung mit einer Intensitat bis z 
vertraglich. 








Tabelle 1. 





a® —» Mg emittierte y-Strahlen. 


iparat, 1mal 60 sec bestrahlt, 150 sec abgeklungen, 60 sec gemessen. 





Ansprechwahr- 
scheinlichkeit 
usw. 
(siehe Text) 


Anzahl 
y-Ubergiange 


4 


Zuordnungsmoéglichkeiten 
Termdifferenzen 
in Mg®, nach 2°) 


keV 

















0,092 3000 + 300 976— 583 = 39349 
0,074 4000 + 500 583— O= 58346 
2562—1957 = 605 + 
1611— 976 = 635 + 9*) 
0,059 6800 + 1000 976— O= 97646 
1957— 976 = 98149 
0,049 2700 ++ 500 1611— 0=1611+46 








2562— 976 = 1586 + 9 








bis zu 10% derjenigen des y,-Uberganges ware mit unseren Messungen 
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Die beiden folgenden Kolonnen von Tab. 1 enthalten das nume- 
risch iiber den Raumwinkel des Kristalls integrierte Produkt 


exp (— 2’'L’) apsorver* [1 — exp (— # L) xristan] 4/4 2, 
wobei dw auf das Zentrum der diinnen Praparate bezogen ist, und 
die hieraus berechneten Absolut-Intensitaten N,... 4. 

In der letzten Kolonne sind Niveauabstinde des Folgekerns Mg” 
aufgefiihrt, welche mit den von uns gemessenen y-Linien in direktem 
Zusammenhang stehen kénnten. Die Anregungsenergien fiir Mg™® 
haben wir einer Arbeit von ENpr et al.?°) tiber die Mg*4(d, p)- und 
die Al?’(d, «)-Reaktion entnommen. 

Zur eindeutigen Aufstellung eines Zerfallsschemas ist es noch not- 
wendig, auch die Energie der zugehérigen £-Spektren zu kennen. 
Immerhin legt die Ubereinstimmung einiger Energiedifferenzen 
(Kol. 7) mit den y-Energien (Kol. 2) die Annahme nahe, dass y, und 
yz in Kaskade emittiert werden, wihrend die tibrigen y-Ubergiinge 
direkt zum Grundzustand des Mg® fiihren (vgl. Fig. 11). 


§ 4. Beta-Spektrum von Na®, 


Ausser dem Amplitudenspektrum der £-Einzelstésse (Fig. 4, 
Mitte) haben wir auch das mit beliebigen y-Quanten — d. h. ohne 
y-Energieaussiebung — koinzidierende £-Spektrum mit exponen- 
tieller Zeitablenkung im Impulsspektrographen aufgenommen 
(Fig. 4, unten). Die gleiche Abbildung zeigt auch die mit 4mal 
grésserer Verstiirkung registrierte Bezugslinie (Cs?%), welche zur 
Kontrolle der Verstirkung beim Vergleich mit dem Eichspektrum 
(C18) diente. Als Grenzenergie der B-Teilchen von Cl** nehmen wir 
den in der Ubersicht von Enpr und Kivuyver?®*) angegebenen 
Mittelwert Q,, = 4,9 -+- 0,1 MeV aus den verschiedenen Messungen 
mit magnetischen Spektrometern an. Da sich die durch die Kristall- 
geometrie bedingten Verzerrungen der Szintillationsspektren bei 
Na*® und bei Cl®* wegen der verschiedenen Energie nicht gleich stark 
auswirken, haben wir sie rechnerisch in folgender Weise grob ab- 
geschitzt: Der Kristall wird in bezug auf das Praparatzentrum in 
6 Raumwinkelzonen @,, @, ...., @g eingeteilt und zu jedem o, die 
mittlere, im Anthrazen verlaufende Wegstrecke L,; graphisch be- 
stimmt. Z. B. ist L, = 18 mm, was etwa 8,4 mm Al entspricht, so 
dass die nach , emittierten Teilchen —soweit sie nicht vorzeitig zu- 
riickgestreut werden — eine der Grenzdicke R, = L, entsprechende 
Mindestenergie von E, = 3,9 MeV an den Kristall abgeben miissen, 
um diesen ganz zu durchdringen. Bei 4,9 MeV Grenzenergie wird 
daher fiir die nach w, emittierten Teilchen im Szintillationsspektrum 
nur der Bereich 3,9 ... 4,9 MeV geschwicht. Diesen unterteilen wir 
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in 0,2 MeV-Intervalle und entnehmen den nach BLEULER und 
Zunti) fiir homogene, gerichtete Elektronen konstruierten Ab- 
sorptionskurven (ergainzt durch Daten fiir héhere Energien aus?!)) 
die zugehérigen Durchlissigkeitswerte der Schichtdicke L,, im vor- 
hegenden Beispiel 0,2% fiir 4,0 MeV, 3% fiir 4,2 MeV usw. bis 32% 
fiir 4,8 MeV. Von den im unverzerrten Spektrum zu erwartenden 
Partikelzahlen werden die gemiss obigen Durchlassigkeiten ent- 
weichenden Anteile in den entsprechenden Energieintervallen ab- 
gezogen und auf die Bereiche 3,7 ... 4,1 MeV bzw. 3,7 ... 4,3 MeV, 
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Fig. 4. 
B-Szintillationsspektren von Na” und Cs'87, 


usw. bis 3,7 ... 4,9 MeV neu verteilt, unter Bevorzugung tieferer 
Energien, da der wahrscheinlichste Energie-,, Verlust® (d. h. der zur 
Erzeugung von Szintillationsenergie verfiigbare Teil) nach der Theo- 
rie?) stets niher beim kleinstméglichen Wert liegt. 

Nach Durchfiihrung analoger Rechnungen fiir die Raumwinkel- 
ZONEN Ws, W3, ... wurden die so erhaltenen deformierten Spektren 
superponiert. Die in Fig. 5 mit A bezeichneten Kurven stellen die 
urspriingliche Energieverteilung der 6-Teilchen von Cl*, bzw. das 
nach obiger Korrektur zu erwartende Szintillationsspektrum dar, 
wobei zur Beriicksichtigung der Partialiibergiinge von 2,8 und 
1,1 MeV der von Lancer?%) experimentell gefundene Verlauf des 
Ho-Spektrums beniitzt wurde (multipliziert mit W//W?2—1, um 
dN/dW zu erhalten). Da die bei niedriger Energie betrichtlichen 
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Selbstabsorptions- und Riickstreu-Effekte in unseren Korrektur- 
rechnungen vernachlissigt sind, haben wir das gemessene Cl**- 
Szintillations-Spektrum nur im Bereich oberhalb 1,5 MeV ausge- 
wertet, d. h. durch Verschieben in der doppelt logarithmisch auf- 
getragenen Fig. 5 zu méglichst guter Deckung mit der ausgezogenen 
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Fig. 5. 
Vergleich der 6-Energien von Cl%*§ (Kurven A) und Na* (B Einzelspektrum, D 
globales Koinzidenz-Beta-Spektrum) mit Beriicksichtigung der Reichweiteverluste. 


Kurve A gebracht; die erreichte Ubereinstimmung ist aus den ein- 
gezeichneten vertikalen Strecken ersichtlich, welche die experimen- 
telle Unsicherheit darstellen. Mit dieser Anpassung ist auch der 
Energiemafstab fiir die gemessenen Szintillationsspektren von Na” 
festgelegt. 

Zur Bestimmung der £-Grenzenergien von Na” haben wir provi- 
sorisch je ein einfaches Fermi-Spektrum mit F,,,,=4 MeV (fiir 
die Einzelstésse) bzw. 8 MeV (Koinzidenzen) angenommen und in 
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der oben beschriebenen Weise die zu erwartenden Szintillations- 
spektren berechnet (Kurven C und D). Durch Superposition der 
Spektren C (65%) und D (35%) entstand die Kurve B, welche — 
wie auch die Kurve D — beim Einsetzen in Fig. 5 so verschoben 
wurde, dass sie im Bereich oberhalb 1,5 MeV méglichst nahe dem 
experimentellen Spektrum verlief. Aus der giinstigsten Lage der 
Kurven ergibt sich (vgl. § 5e) 


Emax (Einzelspektrum) =4,0 +0,2 MeV 
Emax (Koinzidenzspektrum) = 3,15 + 0,2 MeV. 


Der Unterschied von 0,85 MeV ist zwar etwas besser bestimmt als 
die mit dem kombinierten Fehler behaftete Differenz der beiden 
Absolutwerte, jedoch erlaubt die erreichte Genauigkeit nicht zu 
entscheiden, ob der gefundene Partialiibergang zum ersten oder 
zum zweiten Anregungsniveau des Mg®> fiihrt. Um die Verzwei- 
gungsverhiltnisse genauer abzukliren, haben wir die in § 5 beschrie- 
benen Koinzidenzmessungen mit Unterscheidung der £- und der 
y-Energien unternommen. 


§ 5. By-Koinzidenzmessungen mit doppelter Energieverteilung. 
a) Messmethode. 


Koinzidenzexperimente mit Energiemessung beider Koinzidenz- 
partner stellen den direktesten Weg dar, um die energetischen Zu- 
sammenhiange in einer komplexen Betaumwandlung aufzufinden. 
Fiihrt man solche Versuche mit einem Impulsmessgerat mit Aus- 
siebung enger Energieintervalle durch, so wird aber in jeder Energie- 
einstellung nur ein verschwindend kleiner Bruchteil aller Koinzi- 
denzen registriert. Auch bei Verwendung eines Impulsspektro- 
graphen, dessen Registrierimpulse durch alle jene Koinzidenzen aus- 
gelést werden, deren einer Partner in ein einstellbares enges Ampli- 
tudenintervall fallt, wiirde nur ein kleiner Teil der Koinzidenzen zur 
Messung ausgeniitzt. Im Falle des Na* hatte ein solches Verfahren 
(Aufnahme der f-Spektren nach der in Fig. 4 dargestellten Art, 
wobei die Belichtung aber nur bei gleichzeitigem Eintreffen eines 
y-Impulses von bestimmter Amplitude stattfindet) eime enorme 
Anzahl von Bestrahlungen erfordert, da eine Bestrahlung nur etwa 
130 Koinzidenzen im gesamten brauchbaren y-Energiebereich (zwi- 
schen 0,3 und 1,7 MeV verteilt) lieferte. Die vorliegende Arbeit war 
daher praktisch nur mit einer Registriermethode durchfiihrbar, die 
eine Aufzeichnung der Energiebeziehungen simtlicher Koinzi- 
denzen in einem Male erlaubt, so dass wahrend der Messungen 
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keine koinzidierenden Impulse verlorengehen. Diese als ,,Doppel- 
spektrograph“ bezeichnete Betriebsart unserer Impulsmessappa- 
ratur wird im folgenden naher beschrieben. 


b) Impulsspektrograph mit photographischer Registrierung. 


Im Blockschema (Fig. 6) erkennt man zuniachst, von den beiden 
Szintillationszihlern ausgehend, die beiden gleich gebauten Ver- 
stirkerketten I und II mit den zugehérigen Kippschaltungen zur 
Herstellung der Koinzidenzverzégerungen tT; und t,,; sowie die Koin- 
zidenzstufe zur Auslésung der Registriervorginge. Die Aufteilung 
in Messkanal (durch Gegenkopplung linearisierter Verstirker, des- 
sen Anstiegszeit wegen der abgeflachten Form der Messimpulse un- 
wichtig ist) und Ansprechkanal (Breitbandverstarker ohne Gegen- 
kopplung, durch die meisten Impulse innert 0,1 usec tibersteuert) 
erfolgt auf einem relativ niedrigen Pegel (< 5 V) und bezweckt, 
die beiden Verzégerungen 1,, tT, méglichst unabhaingig von den 
Impulsamplituden zu machen. Bei je 0,35 psec Koinzidenzbreite 
auf beiden Seiten und optimaler Einstellung der relativen Verzége- 
rung waren die Koinzidenzverluste fiir den hier auszuniitzenden 
Amplitudenbereich (HE, und E,, > 300 keV) vernachlassigbar, wie 
Kontrollversuche mit Na?? bei verschiedenen Werten der Koinzi- 
denzbreite ergaben. 

Auf die nach jeder Koinzidenz ausgelésten Registriervorginge, 
wie wir sie bereits bei der Aufnahme der in §§ 3 und 4 besprochenen 
Einzelspektren und einfacher Koinzidenzspektren (§ 4) beniitzten, 
wurde in einer kiirzlich erschienenen Arbeit**) naher eingegangen. 
Fig. 6 zeigt — unter Weglassung einiger aus *) ersichtlicher Einzel- 
heiten — die zur Durchfiihrung von Koinzidenzmessungen mit dop- 
pelter Energieregistrierung erginzte Anordnung. Hierzu werden 
beide Verstiirkerketten an je einen Mittelwertsspeicher der friiher 
beschriebenen Art!?) angeschlossen, welcher die tiber ty baw. ty 
gemittelte Mefispannung auf Kapazititen C,, Cy, wahrend der 
Registrierung (Belichtung und Zahlung) festhalt. Nach Ablauf der 
Registrierdauer tp, wahrend welcher auch die Ansprechkanile ge- 
sperrt sind, werden C; und Cy auf eine feste Bezugsspannung ent- 
laden; falls aber — infolge Ausbleibens einer Koinzidenz — keine 
Registrierung stattfindet, so erfolgt die Léschung schon unmittelbar 
nach t,; baw. t. Fir die Totzeitverluste sind daher, solange die 
Koinzidenzraten <1 bleiben, im wesentlichen nur die Ladedauern 
Ty = Ty © 5 psec ausschlaggebend. Dagegen ist bei der Aufnahme 
von Einzelspektren mit der dann bei jedem Impuls auftretenden 
Registrierdauer als zusitzlicher Totzeit zu rechnen; diese wurde, 
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je nach der auf der photographischen Platte anzusammelnden Sta- 
tistik, gleich 30, 100 oder 300 usec gewahlt. Bei den Koinzidenz- 
untersuchungen an Na® kamen keine héheren Einzelstosszahlen 
als 150/sec vor, so dass die Totzeitverluste vernachlassigbar blieben, 
weniger als 1°/,, der Impulse durch Uberlagerungen innerhalb der 
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Kombination von photographischer und Zahlwerk-Registrierung bei Koinzidenz- 
messungen mit doppelter Energieverteilung. Die horizontalen und vertikalen Linien 
zeigen die Lage der Zahlkanale an (Kinstellungen fiir yy-Koinzidenzen von Na2?). 


Ladedauer verfilscht wurden und die durch die Koinzidenzbreite 
von 2 x 0,35 msec bedingten zufilligen Koinzidenzen héchstens 
1,5°/5, der wahren Koinzidenzen ausmachten. 

Die beim Betrieb als Doppelspektrograph auf dem Oszillographen- 
schirm erscheinenden Lichtpunkte lieferten bei 1500 V Beschleuni- 
gungsspannung und 100 usec Registrierdauer auf der photographi- 
schen Platte einzeln erkennbare Bilder. Zur Veranschaulichung 
dieser Registriermethode reproduzieren wir in Fig. 7 eine Aufnahme 
mit relativ wenigen Koinzidenzpunkten, welche sich noch einzeln 
auszihlen lassen. Wir haben als besonders einfaches Beispiel das mit 
zwei NalI-Kristallen (in 120°-Anordnung) gemessene yy-Koinzidenz- 
spektrum von Na?? gewahlt, bei welchem die Amplitudenverteilung 
der Koinzidenzen (y-Energien 0,51 und 1,28 MeV) unmittelbar ver- 
stindlich ist (vgl. § 5d). 


c) Zahlkaniile. 


Bei der Untersuchung komplizierterer Koinzidenz-Doppelspektren 
sind Aufnahmen mit guter Statistik erwiinscht, um die Energie- 
zuordnungen direkt sichtbar zu machen. In Gebieten mit grosser 
Punktdichte wire eine rein visuelle Auswertung solcher Messungen 
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sehr unsicher; wir haben deshalb — teilweise zur Kontrolle, teilweise 
als Ersatz der visuellen Auszihlung — die photographische Aufnahme 
in ihnlicher Weise wie bei der Messung einfacher Spektren mit Zahl- 
werkablesungen kombiniert. Die fiir die vorliegende Arbeit benititzten 
fiinf Horizontal- und vier Vertikal-Kanile sowie ihre Kombina- 
tionen sind in Fig. 6 knapp angedeutet; ihr grundsatzlicher Aufbau 
und die Art der Zusammenkopplung sind genauer aus Fig. 8 zu er- 
kennen, worin aber der Ubersichtlichkeit halber horizontal und ver- 
tikal nur je zwei Amplitudenkanile eingezeichnet sind. Verteiler- 
schaltungen verschiedener Art sind von vAN RENNES”) zusammen- 
fassend beschrieben worden; unsere Schaltung unterscheidet sich 
von einer der dort behandelten”*) praktisch nur durch die Beniitzung 
der Schirmgittersteuerung in den Abtaststufen. Da stets genau eine 
der Abtastréhren leitet, stellt ihre Parallelschaltung fiir die zur Er- 
zeugung der kurzen positiven Abtastimpulse dienende Umkehrstufe 
eine annahernd konstante Ohmsche Belastung von etwa 30 k2 (nebst 
der mit der Anzahl Kanile zu multiplizierenden Schirmgitter- und 
Schaltungkapazitaét von 7 pF) dar, so dass die vorliegende An- 
ordnung keinen héheren Stromverbrauch erfordert als diejenige”®) 
mit Kathodensteuerung. 


Horizontal- und Vertikalverteiler sind grundsatzlich gleich gebaut 
und kénnen, jeder fiir sich (oder auch zusammengeschaltet zur Ver- 
doppelung der Anzahl Kanile), zur Messung der Einzelspektren ver- 
wendet werden. Zur Kombination beider Aussiebungen fiir die 
Koinzidenzmessungen verbindet man die Diskriminatorausginge aus 
dem einen Verteiler (z. B. dem vertikalen in Fig. 8) mit den Steuer- 
gittern zusitzlicher, zeilenweise parallel geschalteter Abtastréhren 
des Typs 6BH6. Die negativen Ausgangsimpulse aus dem anderen 
Verteiler (horizontal) werden nach Umkehrung und Verstirkung auf 
80 V den kolonnenweise parallel geschalteten Schirmgittern der zu- 
sitzlichen Abtastréhren zugefiihrt, wobei die gesamte Belastung 
jeder Umkehrstufe wiederum 30 k2 und m x 7 pF betrigt. Am 
Anodenwiderstand derjenigen Roéhre, deren Steuergitter und Schirm- 
gitter zu dem gerade gedffneten Vertikal- bzw. Horizontalkanal ge- 
héren, erhalt man einen negativen Zahlimpuls von gleicher Form 
und Amplitude (1 usec, 30 V) wie an den Ausgingen der einfachen 
Verteiler. Nebenbei sei bemerkt, dass man nach dem gleichen Prinzip 
auch die Ausgiainge des Doppelverteilers weiteren Aussiebungskrite- 
rien unterwerfen kénnte und dabei fiir jede zusitzliche Serie von Aus- 
gangen nur den Ruhestrom einer Umkehrroéhre aufwenden miisste. 


Die Zahlmpulse wirken direkt auf die ersten Untersetzerstufen ; 
ausser einigen 64fachen Untersetzern standen zeitweise 21 deka- 
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dische Zahler*) zur Verfiigung. Um die so erhaltenen Ergebnisse mit 
denjenigen visueller Auszaihlungen vergleichen zu kénnen, haben 
wir mittels Eichimpulsen das Netz der Kanalgrenzen aufgenommen, 
z. B. in Fig. 7 als horizontale und vertikale Linien unter Beniitzung 
der exponentiellen Zeitablenkung an Stelle der betreffenden Mess- 
spannung. In der Na*-Aufnahme (Fig. 9) sind dagegen, um die vi- 
suelle Auszihlung nicht zu beeintrachtigen, nur wenige Kreuzungs- 
punkte mit je etwa 100 Belichtungen markiert, mit deren Hilfe 
nachtraglich die gesamte Kanaleinteilung eingezeichnet wurde 
(diinne weisse Linien in Fig. 9). Zur Aufnahme dieser Kontroll- 
punkte wurden die Eichimpulse jeweils so eingestellt, dass 4 an- 
einanderstossende Kaniile stiindig abwechselnd zahlten. Die Fein- 
einstellung geschah automatisch durch 2 unabhiangige, aus je einem 
Kanalindikator und einem Eichimpulsmodulator bestehende Regel- 
schaltungen (siehe Fig. 6). 


d) Auswertungsmethode. 


Das allgemeine Vorgehen bei der Interpretation von Messungen 
mit doppelter Energieverteilung méchten wir kurz an dem beson- 
sonders tibersichtlichen Beispiel der yy-Koinzidenzen von Na?? dar- 
legen. Bei der in Fig. 7 wiedergegebenen Aufnahme hatten wir, 
durch passende Anordnung der mit Pb-Kollimatoren gegeneinander 
abgeschirmten NalI-Kristalle, wahre Koinzidenzen zwischen Anni- 
hilationsquanten unterdriickt, so dass nur solche zwischen 0,51 MeV- 
und 1,28 MeV-Quanten auftreten konnten. Impulse > 0,57 MeV 
aus dem Zihler I fielen bei diesem Experiment in die Horizontal- 
kanile C, D und E. Fig. 7 enthalt keine Koinzidenzen im Kanal E 
(> 1,46 MeV), waihrend C und D eine auf die Felder 0 und 1 be- 
schrinkte vertikale Koinzidenzverteilung zeigen. Die letztere 
stimmt in ihrem Verlauf, sowohl fiir C als auch fiir D (d.h. 
Cy: (Cy +C,) + 0,4 » D,: (Dy+D,)), innerhalb des statistischen Feh- 
lers mit dem fiir reine Annilihationsstrahlung im Zahler II zu er- 
wartenden Vertikal-Einzelspektrum iiberein (pz (0,51 MeV) = 
0,45 fir /LR = 2cm")). Die horizontale Verteilung in C und D 
entspricht der mit dem Ziahler I erhaltlichen Form des Einzel- 
spektrums einer reinen 1,28 MeV-Linie; ihre Extrapolation mit 
Hilfe der theoretischen Compton-Verteilungen’’) liefert z. B. in 
B, 14, in B, 10 Impulse. Nach deren Subtraktion von den in diesen 
Feldern experimentell festgestellten Stosszahlen erhalt man im Ka- 
nal B eine vertikale Verteilung, die einer reinen (mit dem Zahler 


*) Herrn Dr. Hatrer sprechen wir fiir die leihweise Uberlassung dieser von 
Herrn Guut konstruierten Geraite unseren besten Dank aus. 





214 D. Maeder und P. Staehelin. HPA. 


II gemessenen) 1,28 MeV-Linie entspricht; analoges gilt fiir die 
Felder A, ... A;. Damit ist verifiziert, dass in dem vorliegenden 
Beispiel nur Koinzidenzen zwischen Quanten von 0,51 MeV und 
1,28 MeV vorkommen. 

Im Falle der By-Koinzidenzen von Na® (Fig. 9) wird die Auswer- 
tung schon wegen der fehlenden Symmetrie zwischen f- und y- 
Amplitudenverteilungen, vor allem aber wegen der grésseren Anzahl 


Horizontale Zahlhandie 


Vertikale 
Zahlhandle 


039 958 097 
Fig. 9. 
By-Koinzidenzen von Na®*, aufgenommen im Szintillationsspektrographen mit 
doppelter Energieverteilung. Einige Kanalgrenzen-Kreuzungspunkte sind mittels 
Eichimpulsen markiert. Im Gebiet der Horizontalkanale A und B wurde die Platte 
nur bei einem Drittel der Messungen belichtet. 


von y-Komponenten wesentlich komplizierter. Um in jedem Hori- 
zontalkanal einen méglichst hohen Anteil einer einzigen y-Kom- 
ponente zu erzielen, haben wir die Kanalgrenzen etwas oberhalb je 
einer der 4 Photospitzen (y, ... y4) eingestellt. Dennoch ist es un- 
vermeidlich, dass von den z. B. im Kanal B registrierten Koinzi- 
denzen ein grosser Teil nicht von den mit y,, sondern von den mit 
¥3,4 koinzidierenden f-Teilchen herrihrt. Einzig die in E auftreten- 
den Koinzidenzen sind vollstaindig einer einzigen y-Komponente 
(Na, 2,75 MeV) zuzuordnen, wobei sich die 6-Impulsamplituden 
(Grenzenergie 1,39 MeV?°)) auf die Vertikalkaniile 0...3 verteilen. 
Die entsprechenden Stosszahlen sind in Tab. 2 mit Hy, Ey,... be- 
zeichnet. Nach Abzug einer hierzu proportionalen Verteilung im 
Kanal D erhalt man das mit der y,-Komponente des Na® koinzi- 
dierende £-Spektrum (D, — 1,4 E,), (D, —1,4 F,),... Nach ana- 
logen Abziigen in den C-, B-, A-Kanilen findet man die iibrigen 
Teilspektren. Die in Tabelle 2 zusammengestellten Proportionali- 
tatsfaktoren wurden zunachst nur auf Grund der Zerlegung des 
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y-Kanal A" B C 
Kanalgrenzen 310 450. , 1100 
Hauptsachliche 
y-Komponente V1 Ve V3 Y, 
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X = A’—0,46 H-0,26 U-—0,57 V—0,64 W 


Na*4—2,75 MeV 0,10 # 0,16 # 0,30 # 0,57 
—1,37 MeV 0,36 EB 0,53 # 1,03 # 0,68 
Na ®—y, 0,26 U 0,39 U 0,80 U Rest 
—y3 0,57 V 0,77 V Rest = V - 
—Ve 0,64 W Rest = W — - 
—y; Rest = X 0,02 X _ - 
Hilfsgréssen: U = D —-1,25 EF 
V =C -1,33 #H-0,80 U 
W = B -0,69 E-0,39 U-0,77 V — 0,0: 
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0,68 E _ 3,4 E 
Rest = U — 3,0 D—3,8 EF 





3,7 C—3,0 D-1,2 E 
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*) inkl. Extrapolation auf Kanal 
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y-Einzelspektrums (Fig. 3) berechnet, nach provisorisch durchge- 
fiihrter Auswertung haben wir jedoch von der in § 4 abgeschatzten 
Form der f-Teilspektren Gebrauch gemacht, um die durch die Un- 
sicherheit der Zerlegung bedingten Fehler zu korrigieren. Da der 
untere Teil des Kanals A hauptsachlich Compton-Koinzidenzen*) 
enthilt, wurde von A nur der oberhalb 310 keV liegende Bereich A” 
ausgewertet. Je 1/10 der y, und y, zugeordneten gesamten Koinzi- 
denzzahlen haben wir auf Grund des Zerfallschemas (siehe Fig. 11) 
als yy-Koinzidenzen interpretiert und in den beiden untersten Ver- 
tikalkanilen von den entsprechenden f-Teilspektren abgezogen. 


e) Ergebnisse. 

Die Aufnahme Fig. 9 liisst deutlich erkennen, dass sich die 3 zu 
V1» Yo V3 gehorigen B-Spektren alle bis ungefiihr 3,2 MeV erstrecken, 
wihrend y, nur mit einem Teilspektrum von wesentlich geringerer 
Energie koinzidiert. Die quantitative Auswertung von insgesamt 
130 Bestrahlungen (in 8 Aufnahmen mit verschiedener Einstellung 
der 4 B-Kanile**)) ergab die in Fig. 10 dargestellten Verteilungen, 
wobei die eingezeichneten Fehler in der Nahe der Grenzenergien 
durch die Statistik, bei kleineren Energien durch die Unsicherheit 
der Zerlegung (nach § 5d) bedingt sind. Offensichtlich stimmen die 
Energien der y,; 93 zugeordneten Teilspektren innerhalb einer f- 
Kanalbreite (~ 0,44 MeV) iiberein, wahrend zu y, eine um etwa 
0,6 MeV kleinere £-Energie gehért. Diese Zusammenhinge besti- 
tigen das auf Grund des Einzelspektrums vermutete, in Fig. 11 dar- 
gestellte Zerfallsschema. 

Die Stosszahlen in Fig.10 beziehen sich auf je eine Bestrahlung 
(wie in Tabelle 1) und umfassen die gesamte, zu jeder einzelnen 
y-Komponente gehérige f-Amplitudenverteilung. Ihre Summen 
betragen 46, 63, 68, bzw. 20 Koinzidenzen pro Bestrahlung. Ein 
Vergleich mit den y-Einzelstosszahlen von Tabelle 1 zeigt, dass die 
(By/y)-Koinzidenzraten fiir die Komponenten y,; 93 mit 17%, 21%, 
bzw. 17% innerhalb der durch die Zerlegung bedingten Unsicher- 
heit mit dem berechneten Raumwinkel des #-Kristalls (§ 2) iiber- 
einstimmen, wihrend sich der etwas kleinere Wert von 15% fiir yy 
durch die bei niedrigerer f-Energie zunehmenden Absorptions- 
verluste in der Quelle erklart. Als (By/8)-Koinzidenzraten (= Raum- 
winkel mal Ansprechwahrscheinlichkeit fiir die y-Strahlung) setzen 


*) Ein primares y-Quant erzeugt im #-Kristall ein schnelles Elektron, wobei 
ein weiches Sekundarquant (< '/, mc?) nach riickwarts emittiert wird. Der y- 


é 


Kristall besitzt eine hohe Ansprechwahrscheinlichkeit fiir diese Streuquanten. 
**) Die Lage jedes 6-Kanals wird im folgenden — wie auch bereits in Fig. 9 — 
durch eine der Zahlen 0...8 bezeichnet. 
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wir die in Tabelle 1 (Kolonne 5) zusammengestellten theoretischen 
Werte ein. Hieraus ergibt sich, dass pro Bestrahlung etwa 500 mit 
1, 850 mit yz, 1150 mit y, und 430 mit y, koinzidenzfihige £-Einzel- 
stésse auftreten miissen. Vergleicht man diese Zahlen mit der ge- 
messenen Gesamtzahl von 6700 f-Einzelstéssen pro Bestrahlung 
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Fig. 10. 
Teilspektren der 8-Umwandlung Na** — Mg®. 





und beriicksichtigt das Vorkommen der y,, y3-Kaskade, so erhialt 
man die Verzweigungsverhiltnisse. Dabei ist noch zu beachten, 
dass die Absorptions- und Ansprechverluste fiir das Einzelspektrum 
infolge der durchschnittlich héheren Energie etwas geringer sind; 
man findet so, dass 5% der B-Zerfille zum ersten, 25° zum zweiten 
und 6,5% zum dritten Anregungsniveau im Mg* fiihren. Anderseits 
wire nach der Zerlegung des y-Einzelspektrums (Tabelle 1, Ko- 


* 
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lonne 6) eine entsprechende Verzweigung im Verhiltnis 2,5:25:6,8 
zu erwarten; fiir den f-Ubergang zum 0,58 MeV-Niveau nehmen 
wir daher als wahrscheinlichsten Wert 3,5°% an. Das mit y, koinzj- 
dierende £-Spektrum miisste somit zu etwa einem Drittel eine um 
0,39 MeV héhere Grenzenergie besitzen als die mit y, oder y3 koinzi- 
dierenden £-Spektren. Eine so geringe Verschiebung lisst sich mit 
der vorliegenden Statistik nicht nachweisen. 

Nach Fig. 10 schatzen wir die Grenzenergien auf 3,2 bzw. 2,6 MeV, 
woraus sich die Zerfallsenergie des Na” zu 3,2 MeV + ys = 2,6 MeV 
+ y, = 4,2 MeV ergibe. Wir legen der am Einzelspektrum gemes- 
senen Energie von 4,0 MeV grésseres Gewicht bei; das Ergebnis 
unserer 6-Energiebestimmungen lautet somit 


Qm = 4,0 + 0,2 MeV 





fiir den Ubergang zum Grundzustand des Mg”. 


§ 6. Der B+-Zerfall von Al*. 


Die Superposition der y-Spektren aus einer grossen Anzahl Zy- 
klotronbestrahlungen von Mg, wobei die Messung jeweils von 2 ... 
12 sec nach Bestrahlungsende dauerte, lieferte mehrere Aufnahmen, 
auf welchen eine Linie von 


E, = 1,58 + 0,03 MeV 





zu erkennen war. Ihre Energie fallt innerhalb der Messgenauigkeit 
mit der dritten Anregungsstufe im Mg zusammen. Durch Versuche 
mit lingerer Bestrahlungs-, Abkling- und Messdauer konnten wir 
feststellen, dass diese y-Linie tatsachlich einer der kurzlebigen Akti- 
vititen angehért. Eine nach Bestrahlungen von mehreren Minuten 
hervortretende y-Linie von 2,28 MeV schreiben wir der 76 sec- 
Periode von O zu. Dieser Positronenstrahler entsteht aus der 
p,n-Reaktion an Stickstoff, der in den Mg-Proben (diese waren in 
N,-Schutzatmosphiare geschmolzen worden) adsorbiert ist, und emit- 
tiert nach Szintillationsmessungen von SuHerRR und GERHART?) 
eine y-Strahlung von 2,30 MeV Energie. Diese Verunreinigung, 
welche sich auch bei den kurzen Bestrahlungen bereits bemerkbar 
machte, verhinderte die Auffindung allfilliger sehr schwacher 
y-Emissionen von Al**.?6 im Bereich 1,8 ... 2,5 MeV. 

Bei der Messung mit diinner Mg-Target und 4 cm Pb-Absorber 
verhielt sich die Anzahl Stésse in der 1,58 MeV-Photolinie zur Anni- 
hilations-Photolinie etwa wie 1:33; hieraus berechnet man, mit 
Hilfe der bekannten Ansprechwahrscheinlichkeiten und effektiven 
Photoanteile, ein Intensitaétsverhaltnis von 1:7 fiir die in den Kri- 
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stall einfallenden Quanten. Unter Beriicksichtigung der starken 
Schwachung der Annihilations-Strahlung im Pb und der durch die 
Quellenanordnung nach § 2b erreichten Verminderung der Aus- 
beute an Annihilationsquanten finden wir, dass auf etwa 3000 
B+-Zerfialle (Al + Al?*) je ein 1,58 MeV-y-Ubergang stattfindet. 
Da wir auf Grund der Halbwertszeitbestimmungen (§ 2b) zwischen 
1/10 und 2/3 der Gesamtaktivitit dem Al® zuschreiben, wird das 
Verzweigungsverhiltnis fiir die Uberginge Al? -> Mg5 (1,6 MeV- 
Niveau, bzw. Grundzustand 


) 
0,4% og S NygiNgr S 8%oo- 


Der Nachweis etwaiger Uberginge zu den tiefer liegenden Anre- 
gungsniveaus von Mg” durch Messung der entsprechenden y-Emis- 
sionen (y; 93) wird durch die Nachbarschaft der viel intensiveren 
Annihilationslinie und den raschen Anstieg des Bremskontinuums 
unterhalb 1 MeV erschwert. Ausserdem erzeugte der Neutronen- 
untergrund des Zyklotrons bei lingeren Bestrahlungsreihen in merk- 
lichem Masse Mg?’ (9,5 min), bei dessen Umwandlung in Al* 
y-Strahlen von 0,84 und 1,01 MeV emittiert werden!). Die Inter- 
pretation einer in einigen Aufnahmen bei 0,98 MeV gefundenen 
schwachen Photospitze ist daher unsicher und erlaubt nur die Fest- 
stellung, dass eine allfallige Verzweigung des Al*-Zerfalls auf das 
zweite Anregungsniveau in Mg* héchstens gleich gross wie diejenige 
auf das dritte Anregungsniveau sein kann: 


1,4 Ny (= N,3 a N,,) S Ny. 


Ein direkter £+-Ubergang auf das tiefste Anregungsniveau mit 
nachfolgender Emission von y, war noch weniger nachweisbar (ex- 
perimentelle Grenze: 3% von N,:). 


§ 7. Der Zerfall des angeregten Al*®, 


In einer friiheren Arbeit?!) des einen von uns wurde ein Versuch, 
im 6,7 sec-Zerfall von Al?® y-Strahlen nachzuweisen, kurz erwahnt. 
Die damals ausgesprochene Vermutung, dass der mit dieser Halb- 
wertszeit Positronen emittierende Zustand um 2 MeV oberhalb des 
Grundzustandes von Al” liege, griindete sich auf Messungen der 
Neutronenenergien aus der Reaktion Mg*(d,n) mittels Photo- 
platten®’). Inzwischen konnten jedoch Kiuyver, vAN DER LEUN 
und Enpt”) durch Untersuchung der beim Einfang Mg*(p, y) 
emittierten Strahlung im Szintillationsspektrometer zeigen, dass die 
Energiedifferenz zwischen den beiden tiefsten Niveaus von Al®* nur 
0,235 MeV betrigt. Eine M5-Strahlung mit dieser niedrigen Energie 
kann nach der Formel von WetsskopF*®) nicht mehr in merklichem 





220 D. Maeder und P. Staehelin. H: PA; 


Masse mit dem f-Zerfall konkurrieren und wire auch experimentell 
neben der iiberwiegenden Annihilationsstrahlung kaum nachzu- 
weisen. Unser negativer Befund**) ist damit abgeklart. 

Bei den Messungen am Zyklotron gelang es uns, die obere Grenze 
fiir eine allfallige Verzweigung der 6,7 sec-Betaumwandlung auf das 
erste Anregungsniveau von Mg*6 bis auf 


N, (1,88 MeV): Nj. (A128) < 10-4 


zu reduzieren, was allerdings wegen der niedrigen Energie des ent- 
sprechenden Partialspektrums noch nicht zu einer wesentlichen 
Einschrinkung des /t-Wertes geniigt (log ft = 5,5). Die experimen- 
telle Nachweisgrenze fiir die 1,83 MeV-Quanten war durch den 
y-Untergrund der in § 6 erwahnten Verunreinigung mit O' (Paar- 
linie bei 2,31 — 0,51 = 1,80 MeV) gegeben. 


§ 8. Zusammenfassung der Ergebnisse. 


In Fig. 11 ist das aus der Ubersicht von Enpt und Kivuyver?®) 
iibernommene Niveauschema von Mg® bis zum tiefsten bekannten 
p-Zustand dargestellt. Fiir die 6-Umwandlungen von Na* und Al*5 
haben wir die in der vorliegenden Arbeit gefundenen Verzweigungen 
und anschliessenden y-Uberginge eingezeichnet. Die in?) ange- 
gebenen Spinzuordnungen stiitzen sich auf die von Hout und 


Marsuam?®!) gemessenen Winkelverteilungen der Protonen aus dem 
Abstreifungsprozess Mg (d, p) Mg*5, welche beim Vergleich mit 
der Butlerschen Theorie*?) eindeutige l,-Werte fiir die meisten der 
tiefliegenden Mg-Niveaus liefern. Der so festgelegte Drehimpuls I, 
des eingefangenen Neutrons ist aber — ausser fiir |, = 0 — jeweils 
mit 2 verschiedenen Werten des Gesamtspins J vertriglich (Tab. 3, 
Kol. 4), so dass eindeutige Spinzuordnungen bisher nur fiir den 
Grundzustand (direkte Bestimmung aus der Hyperfeinstruktur?)), 
den 0,58 MeV-Zustand (l, = 0, also J = 1/2) und den 3,40 MeV- 
Zustand (J = 8/2-, auf Grund der Beobachtung von y-Ubergiin- 
gen%3)) méglich waren. Auch fiir den Grundzustand des Na*® er- 
laubten die friiheren Untersuchungen des Beta-Zerfalls’) keine ein- 
deutige Entscheidung zwischen den nach dem Schalenmodell még- 
lichen Spinwerten 3/2 oder 5/2 (vgl. § 1). 

Die in § 3 ... 6 besprochenen experimentellen Ergebnisse fiihren 
zur Abklaérung folgender Punkte: 


a) 0,97 MeV-Nwweau von Mg*. 


Aus der Tatsache, dass neben ys; (siehe Fig. 11) auch die Linie 
y, in vergleichbarer Intensitat auftritt, schliessen wir auf gleiche 
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Multipolordnung fiir die beiden y-Ubergiinge. Der Drehimpuls des 

zweiten Anregungszustandes muss daher 3/2 betragen; fiir J = 5/2 

koénnte der y,-Ubergang nur durch E 2-Emission erfolgen und wire 

nach der Formel von Wetsskorr®®) etwa 10®mal unwahrschein- 

licher als die M 1-Strahlung des y3-Uberganges nach dem Grund- 
zustand. a 
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Fig. 11. 
Zerfallsschemata von Na” und Al*, 





b) 1,61 MeV-Niveau von Mg”. 


Die Untersuchung des dritten Anregungszustandes ist von be- 
sonderem Interesse, da die zugehérigen Winkelverteilungen der 
Me(d, p)-Reaktion sich als isotrop erwiesen und somit keine [,- 
Bestimmung erlaubten*!). Dieses Niveau wird anscheinend nicht 
durch den normalen Abstreifungsprozess, sondern erst nach der Bil- 
dung eines Zwischenkerns erreicht. Die Beobachtung, dass es von 
beiden Beta-Zerfillen her (Na®, J = 3/2 (siehe unten) und Al®, 
J = 5/2) mit log ft-Werten der Gréssenordnung 5 angeregt wird, 
lisst fiir das 1,61 MeV-Niveau nur die beiden Méglichkeiten 3/2* 
und 5/2+ offen. 


c) Grundzustand von Na”. 


Fiir J = 5/2+ wire der B-Ubergang zum ersten Anregungsniveau 
(1/2+) im Mg doppelt verboten, so dass man log ft ~ 13 erwarten 
wiirde. Allerdings ist zu beachten, dass sich bei einem tatsachlich 
beobachteten Ubergang dieser Art, nimlich Mg”? (s,).) —> Al? (d5).), 
der log ft-Wert als viel niedriger erwies**) (etwa 7,8). Im analogen 
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Tabelle 3. 


chsweise Konfigurationszuordnungen der Anregungsniveaus im Mg*. 
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Fall Al?9 (d;).) > Si?9 (s,)9) wurde der entsprechende 3,8-MeV-Uber- 
gang in der Absorptionskurve der f-Teilchen nicht gefunden*®) ; 
unter der Annahme, dass er héchstens 1% der Zerfille ausmacht, 
erhalten wir als untere Grenze log ft > 8. Da in beiden Fallen die 
Differenz gegeniiber dem fiir Na®* Mg (1/2+) festgestellten Wert 
(siehe Tab. 3) wenigstens 1,5 Einheiten betragt, halten wir es fiir 
sehr unwahrscheinlich, dass dem Na*-Grundzustand der Spin 5/2 
zukommt. Wir deuten diesen Zustand vielmehr als (d;)5)3-Konfigu- 
rationsterm mit resultierendem Gesamtdrehimpuls J = 3/2; auf 
diese Weise ordnet sich der 6-Ubergang nach dem s,)>-Niveau im Mg 
zwanglos in die Kategorie der /-verbotenen Ubergiinge**) ein. 


§ 9. Diskussion. 


Die ausgepragte Analogie des Termschemas von Mg®> mit dem- 
jenigen des Spiegelkerns Al**, worauf z. B. GotpBEere*’) und Cas- 
son 8) hingewiesen haben, legt es nahe, die obigen Aussagen a) und 
b) (§ 8) auch fiir die entsprechenden Al®-Niveaus als giiltig anzu- 
nehmen. Fiir die letzteren haben sich aus der Analyse der Mg*4(d, n) 
Al*®-Reaktion |,-Werte ergeben*’), welche den auf analoge Weise 
fiir Mg* gefundenen I,-Werten genau entsprechen. Dies gilt ins- 
besondere fiir die drei untersten Niveaus (d;. = Grundzustiinde; 
1/2+ mit 0,58 bzw. 0,45 MeV, | = 2 mit 0,97 bzw. 0,95 MeV An- 
regungsenergie), sowie fiir die tiefsten p-Zustande (3,40 bzw. 3,09 
MeV). Es erscheint daher plausibel, diese Niveaus nach dem Ein- 
teilchen-Schalenmodell?) zu deuten, wie in Tabelle 3 (Kol. 7) an- 
gegeben. Die Differenz d3,. — d5)., im Mittel aus Mg und Al® & 
0,96 MeV, wire demnach wesentlich kleiner als beim Beginn der 
d-Schalen, wo sie 5,1 MeV (O1") baw. 4,4 MeV (F?") betragt?®). Eine 
solche Abnahme mit wachsender Besetzungszahl ist zu erwarten, 
da ja oberhalb A = 28, d.h. bei vorzugsweise vollbesetzter d5).- 
Subschale die energetische Reihenfolge von ds).- und d;,.-Einteilchen- 
zustiinden sich sogar umkehren muss. In diesem Zusammenhang 
wire ein Vergleich mit entsprechenden Termdifferenzen im Ne?! 
und im Na? interessant, wofiir aber zur Zeit noch nicht geniigend 
experimentelle Daten vorliegen. 

Zwischen 1 und 3 MeV Anregungsenergie sind, sowohl fiir Mg” 
als auch fiir Al®>, eine Reihe weiterer Niveaus bekannt, welchen 
wahrscheinlich durchwegs gerade Paritaét zukommt. Im Falle des 
Mg gelang es Hott und Marsuat*), zwei dieser Niveaus als d- und 
s-Zustiinde zu identifizieren; beim Al sind oberhalb 2,3 MeV An- 
regungsenergie die Voraussetzungen fiir die Interpretation der Mg** 
(d, n)-Winkelverteilungen nach der Butlerschen Theorie zwar nicht 
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mehr erfiillt, jedoch sprechen nach GoLDBERG*’) verschiedene Argu- 
mente dafiir, den Niveaus bei 2,51 und 2,74 MeV 1 = 0 bzw. 2 zu- 
zuordnen. Jedenfalls weist die den normalen Abstreifungsprozessen 
sehr ahnliche Winkelverteilung der Protonen bzw. Neutronen auf 
einen Einteilchencharakter einiger dieser Niveaus hin (auf den 
1,61 MeV-Zustand im Mg*, welcher ein ganz anderes Verhalten 
zeigt, werden wir spiter noch eingehen). Da die normalen Einteil- 
chenterme aber bereits zugeordnet sind (Tab. 3), haben wir die héher 
liegenden Niveaus mit Einteilchencharakter wohl als stationire Zu- 
stainde eines einzelnen Leuchtnukleons im Feld eines angeregten 
Mg*-Rumpfkerns aufzufassen. Die Lage der ersten Anregungsstufe 
in benachbarten gg-Kernen (1,37 MeV bei Mg*; 1,83 MeV bei Mg”; 
1,78 MeV bei Si?%) lasst uns solche Zustiinde bei Mg** und Al® im 
Energiebereich oberhalb etwa 1,5 MeV erwarten. Gewisse Anhalts- 
punkte tiber den Mechanismus, nach welchem bei einem (4d, p)- 
Prozess der Mg*-Kern in den ersten Anregungszustand (J = 2+) 
iibergehen kénnte, lassen sich aus einem Vergleich mit dem Wir- 
kungsquerschnitt fiir Coulomb-Anregung*®) gewinnen. Nach der 
Weisskopfschen Formel*®®) ware als reduzierte Ubergangswahrschein- 
lichkeit etwa 
By.2 = 5 By_,) ~0,33-10-19 R* erg cm ~ 1-10-® erg cm® 

elnzusetzen, so dass man fiir den Wirkungsquerschnitt einer 2 MeV- 
Anregung mit 8 MeV-Deutonen (go(&) ~ 1) erhilt: 


6-2 (d, 8 MeV -> 6 MeV) ~ 1-10-” cm?. 


Vielleicht wire es richtiger, davon auszugehen, dass in der d, p- 
Reaktion mit Rumpfanregung die Protonen eine Endenergie von 
etwa 10 MeV erhalten: 


Oy-»2(p, 12 MeV — 10 MeV) ~1-10-?? cm?. 


Wenn man beachtet, dass die experimentell bestimmten Wirkungs- 
querschnitte leichterer Kerne fiir Coulomb-Anregung*") etwa 10... 
100mal grésser als nach obiger Rechnung sein kénnen, so ergibt 
sich, dass der fiir o)_,, zu erwartende Wert nur um eine oder zwei 
Zehnerpotenzen unterhalb des maximal méglichen Reaktionsquer- 
schnittes fiir die zu direkten Abstreifungsprozessen wesentlich bei- 
tragenden Partialwellen des einfallenden Deutonenstrahles liegt 
(lgetwa 3... 5, Werten des klassischen Stossparameters von 4,2 ... 
6,4-10-15 cm entsprechend). Waren die beiden Vorginge unab- 
hangig voneinander, so miisste eine elektrische Rumpfanregung 
allerdings nur in einem kleinen Bruchteil der direkten (d. h. nicht 
iiber die Bildung eines Zwischenkerns verlaufenden) d, p- bzw. 
d, n-Abstreifungsprozesse stattfinden. Tatsichlich ist aber der inte- 
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grierte Wirkungsquerschnitt fiir die Anregung der héher liegenden 
Einteilchenniveaus nach den Daten von Hour und Marsuam (z. B. 
fir 1,96 und 2,74 MeV Anregungsenergie im Mg®) von ahnlicher 
Gréssenordnung (10-2? cm?) wie fiir die Anregung der tieferen Ni- 
veaus. Dies scheint darauf hinzuweisen, dass diejenigen Zusammen- 
stésse, welche im Falle eines stabilen Geschosses zur elektrischen 
Anregung des Targetkerns fiihren wiirden, im Falle eines Deute- 
rons von 8 MeV praktisch stets mit der Aufspaltung des Deuterons 
einhergehen. Wird dabei das Neutron eingefangen, so sind fiir den 
Folgekern Mg?> die in Tabelle 3 bei Anregungsenergien zwischen 
1,96 ... 2,80 MeV versuchsweise aufgefiihrten Quasi-Einteilchen- 
zustiinde zu erwarten. 

Die meisten (d, p)- und (d, n)-Reaktionen zeigen ausser den nach®?) 
zu erwartenden Winkelverteilungen auch einen isotropen Unter- 
grund, der sich durch die Beitraige jener Partialwellen (1, < 3) er- 
klirt, welche vorwiegend zur Bildung eines eigentlichen Zwischen- 
kerns fiihren*?). Bei der Anregung des 1,61 MeV-Niveaus im Mg” 
ist iberhaupt nur der letztere Vorgang wirksam*?), so dass hier eine 
tiefer greifende Umlagerung zwischen Rumpf- und Leuchtnukleonen 
vorliegen muss (Mehrteilchenanregung). Ungliicklicherweise war die 
Untersuchung des analogen Niveaus in der Reaktion Mg**(d, n) Al*® 
durch die Verwendung von MgO als Target sehr erschwert*), so 
dass GoLDBERG*’) keine Aussagen tiber die Winkelverteilung der zu 
1,81 MeV Anregungsenergie in Al® gehérigen Neutronengruppe 
machen konnte. Im Falle des Mg*5 haben wir bei der Interpretation 
des 1,61 MeV-Niveaus auch den Befund der vorliegenden Arbeit zu 
beriicksichtigen, wonach die betreffenden Beta-Partialiiberginge 
sowohl fiir Na* als auch fiir Al** erlaubt sind. Aus diesem Grunde 
scheidet eine Erklarung als (d;).)3(s,)2)?- Konfigurationsterm von vorn- 
herein aus; dagegen sollte sowohl die Wegnahme eines d;).-Neutrons 
aus der Konfiguration (d;).)® (Na®®> —- Mg), als auch das Hinzufiigen 
eines solchen zur (d;))*-Konfiguration (Al? — Mg) zu einem 
(d5)9)* (d3)2)?-Zustand fiihren kénnen. Es ist daher anzunehmen, dass 
die in Tabelle 3 als Beispiel angegebene Mehrteilchenkonfiguration 
merklich an der Wellenfunktion des 1,61 MeV-Niveaus beteiligt ist. 


Herrn Prof. ScueRRER sprechen wir fiir sein Interesse an dieser 
Arbeit, Herrn Dr. ScHNEIDER und seinen Mitarbeitern fiir die Be- 
strahlungen am Zyklotron unseren herzlichen Dank aus. Die wert- 
volle Mitarbeit unseres Mechanikers, Herrn O. KAtin, beim Bau 
und der Weiterentwicklung des Impulsspektrographen méchten wir 
dankbar hervorheben. 


: *) 018(d, n) F'6 liefert im betreffenden Energiegebiet zwei Neutronengruppen. 
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Wirkungsquerschnitt der O'* (n, a) C'*-Reaktion 
fiir schnelle Neutronen 


von J. Seitz und P. Huber, Basel. 
(12. IIT. 1955.) 


Summary. The cross-section for the reaction O18(n, «)C!% as a function of neutron 
energy was determinated by means of a parallel-plate ionization chamber filled 
with O,. A calibrated Hornyak counter was used as a neutron monitor. The counter 
was calibrated by comparing its efficiency with that of a hydrogen recoil ionization 
chamber. 

The variation of cross-section with energy of the oxygen reaction from threshold 
to E,, = 4,2 MeV can be ascribed essentially to the change in penetrability of the 
Coulomb barrier by the outgoing «-particles. For Z,, = 4,2 MeV the cross-section 
reaches a value of a, = 130 mb. 

Resonances are observed at H, = 3,90 MeV and E,, = 4,05 MeV. These reso- 
nances correspond to excited states of the intermediate nucleus O17 at excitation 
energies of 7,81 and 7,95 MeV, respectively, above the ground state. 

The loss of neutrons caused by the oxygen reaction in Ra-Be neutron source 
strength determinations when water is used as a neutron moderator is discussed 


1. Einleitung. 


Uber den Wirkungsquerschnitt der O1%(n, «)-Reaktion liegt bis 
jetzt nur ein einziger Wert vor. Litire!) hat bei E,, = 14,1 MeV den 
Querschnitt zu o, = 310 mb bestimmt. Die Reaktion wurde ferner 
von einigen Autoren?) nach der Methode von WiLHEeLMy®) unter- 
sucht, besonders im Hinblick auf die Ermittlung von Energie- 
niveaus im O!"-Zwischenkern. Die Zuordnung der gefundenen Re- 
sonanzen bei dieser Methode kann jedoch zu nicht eindeutigen Er- 
gebnissen fiihren, da besonders bei grésseren Neutronenenergien die 
Moglichkeit besteht, dass der O17-Zwischenkern unter Emission von 
a-Teilchen in angeregte C1%-Kerne iibergeht. 

Der absolute Wirkungsquerschnitt der Reaktion ist auch noch 
von praktischem Interesse, wenn Wasser als Moderator fiir schnelle 
Neutronen dient. Quellstairke-Bestimmungen von Ra-Be-Neutro- 
nenquellen fiihren scheinbar zu verschiedenen Resultaten, je nach- 
dem Wasser oder Paraffinél als Moderatorsubstanz Verwendung 
findet. Man fiihrt dies auf eine Absorption von schnellen Neutronen 
in Wasser zuriick und hat dafiir die O1%(n, «)-Reaktion verantwort- 
lich gemacht*). 
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2. Neutronenquelle. 


Als Neutronenquelle dient die d-d-Reaktion. In einem 1-MeV- 
Kaskadengenerator*)®) werden die Deuteronen beschleunigt und 
treffen auf eine Target aus schwerem Eis. Das Energiespektrum der 
Neutronen wird wie in *) bestimmt. Zur Berechnung der Neutronen- 
energie legen wir den von Li et al.”) angegebenen Q-Wert zugrunde: 


Q = (3,268 + 0,004) MeV. 


3. Bestimmung des Neutronenflusses. 


3.1. Methode. 


Zur Bestimmung des O18(n, «)-Wirkungsquerschnittes wird ein 
méglichst genau bekannter Wirkungsquerschnitt eines anderen Ele- 
mentes zugrunde gelegt. Hierfiir schien uns der Wasserstoff-Streu- 
querschnitt am geeignetsten. Er ist in dem in Frage kommenden 
Energiegebiet relativ gross und bis auf ca. 3% genau bekannt; die 
Streuung erfolgt im Schwerpunktsystem bis zu 10 MeV-Neutronen 
kugelsymmetrisch. 

Als Nachweisgerat fiir die Riickstoss-Protonen benutzten wir die 
in Fig. 1 abgebildete Ionisationskammer. Ihre Hauptbestandteile 
sind die Hochspannungsplatte, auf der eine dicke Schicht Poly- 
athylen (C,,H,,) angebracht ist, das Gitter und die Sammelelektrode. 

Die hier beniitzte Riickstosskammer bietet folgende Vorteile: 

a) Die Riickstossprotonen erscheinen in einem relativ kleinen, 
wohldefinierten Volumen, so dass sie ohne Randeffekt gezihlt 
werden kénnen. 

b) Die dicke Polyathylenschicht (die Schicht ist dicker als die 
Reichweite der schnellsten Protonen) gewihrleistet eine hohe Emp- 
findlichkeit. Sie nimmt etwa proportional der Neutronenenergie zu 
(siehe Anhang). 

c) Der Einbau des Gitters erlaubt Elektronensammlung und da- 
mit hohe Zihlgeschwindigkeit. 

d) Bei bekannter Reichweite-Energie-Beziehung von Protonen 
in Polyaithylen und monochromatischen, senkrecht zum Radiator 
einfallenden Neutronen lasst sich die Impulsverteilung der in dem 
Radiator ausgelésten Protonen berechnen und somit das einwand- 
freie Funktionieren der Kammer kontrollieren. 

Nachteile besitzt die erwahnte Methode wegen der relativ grossen 
Dimensionen der Riickstosskammer und dem Aufwand an elektro- 
nischen Hilfsmitteln (Vorverstirker, Verstiarker, Impulsspektro- 


*) Geliefert von der Firma E. Haefely & Co., Basel. 
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Ansicht der Wasserstoffriickstoss-Kammer. 

















Querschnitt der Wasserstoffriickstoss-Kammer. 
Richtung der einfallenden 6 Gitter 
Neutronen 7 Sammelelektrode 
Hochspannungselektrode 8 Durchfiihrung zum Vorverstarker 
Polyathylenschicht 9 Hochspannungsdurchfiihrung 
Poloniumpraparat 10 Steatit-Isolation 


5 Glasisolatoren 11 Bleidichtung 
Gaseinlassventil und Durchfiihrung fiir die Gitterspannung sind nicht eingezeichnet. 
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graph). Wegen des ersten Nachteiles wurde zunichst ein Hornyak- 
Zahler*®) mit der Riickstosskammer fiir den Neutronenfluss absolut 
geeicht. Dieser Ziihler dient dann zur Messung des O18(n, «)-Quer- 
schnittes. 


3.2. Die Wasserstoffriickstoss-Kammer. 


Bei der Dimensionierung des Gitters stiitzten wir uns auf die 
Angaben von BuNEMANN et al.®). Drahtdurchmesser und Draht- 
abstand wurden zu 10-? cm resp. 0,13 cm gewahlt. Mit den in Fig. 1 
angegebenen Abstaénden zwischen Gitter, Hochspannungs- und 
Sammelelektrode ergibt sich ein Durchgriff von 3%. Bei den ange- 
legten Spannungen (Gitter: 2,1 kV, Hochspannungselektrode: 
6,0 kV) betragt der Anteil der vom Gitter eingefangenen Elektronen 
2%. Die Gitterdrihte werden zur Vermeidung von Mikrophonie nur 
so stark gespannt, dass ihre mechanischen Eigenfrequenzen weit 
unter dem Frequenzband des Impulsverstirkers liegen. 

Die fiir den Bau der Kammer benutzten Materialien wurden so 
ausgesucht und die Konstruktion so angeordnet, dass die Kammer 
bei 120°C ausheizbar wird, so dass die Kammerbestandteile nur 
unbedeutende Mengen Fremdgase an das Kammerfiillgas (Argon) 
abgeben kénnen. Die Isolatoren bestehen aus Glas und Steatit, die 
elektrischen Durchfiihrungen sind mit Araldit gekittet, und die 
Kammer enthalt Blei als Dichtung. 

Die auf der Hochspannungselektrode befindliche 5-10-? cm dicke 
Polyathylenschicht misst 1,8 cm im Durchmesser und wurde bei 
110° C in viskosem Zustande auf die Platte aufgebracht. Durch be- 
sondere Massnahmen konnte dafiir gesorgt werden, dass die Ober- 
flache plan ist. Sie wurde mit einer im Hochvakuum aufgedampften, 
ca. 83:10-7 em dicken Silberschicht versehen, die verhindert, dass sich 
stérende Oberflichenladungen auf der Polyathylenschicht bilden. 

Die Kammer wurde vor jeder Fiillung in evakuiertem Zustande 
zwolf Stunden lang in einem Ofen bei 120° C ausgeheizt, dann noch- 
mals tiber eine Kiihlfalle, die sich auf der Temperatur der fliissigen 
Luft befand, evakuiert, mehrmals mit reinem Argon gespiilt und 
schliesslich mit 10 ata Argon (99,8% rein) gefiillt. Dem Argon 
wurde zur Erhéhung der Elektronengeschwindigkeit 2% CO, zu- 
gesetzt?). 

Um das einwandfreie Funktionieren der Kammer jederzeit kon- 
trollieren zu kénnen, befindet sich auf der Hochspannungselektrode 
stindig ein kleines, auf einen hochglanzpolierten Nickelstift auf- 
gebrachtes Polonium-Praparat. Die Tatsache, dass die Grésse der 
von den Po-«-Teilchen herriithrenden Kammerimpulse bei der glei- 
chen Gasfiillung tiber mehrere Monate um weniger als 1% abnahm, 
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machte damit die von vielen Autoren!!) empfohlene kontinuierliche 
Gasreinigung iiberfliissig. 

Die Kammerimpulse werden iiber einen Vorverstirker dem RC- 
RC-Verstirker und von dort einem 19-Kanal-Impulsspektro- 
graphen!?) zugefiihrt. Das im wesentlichen vom Gitter der ersten 
Verstiarkerréhre (6AG5) herriihrende Rauschen verursacht bei 
10 kHz eine Halbwertsbreite der Eichimpulse von 55 keV. 


3.3. Der Hornyax-Zihler. 

Wir verwendeten einen uns freundlicherweise von W. F. Hornyak 
zur Verfiigung gestellten ZnS-Lucite-Scintillator’) in Verbindung mit 
einem RCA-5819-Multiplier. Die vom Multiplier kommenden Im- 
pulse werden mit Hilfe einer Laufzeitkette in Rechteckimpulse von 
6 usec Dauer verwandelt, in einem iibersteuerbaren Breitband- 
verstarker nachverstirkt und dann nach einer Diskriminatorstufe 
einem Landis & Gyr 128-fach-Untersetzer zugefiihrt. Zur Konstant- 
haltung der Multiplierverstirkung wandten wir das Stabilisierungs- 
prinzip von SHerr und Geruart!’) an mit dem einzigen Unter- 
schied, dass wir an Stelle der Batterie eine 85-A-2-Glimmlampe be- 
nutzten. Die Empfindlichkeit des Hornyax-Zihlers wurde laufend 
mit einer Ra-Be-Neutronenquelle nachkontrolliert®) 


3.4, Ergebnisse und Fehlerquellen. 

Wie bereits in 3.1. erwahnt, lisst sich die Impulsverteilung in der 
Wasserstoffriickstoss-Kammer berechnen, falls die Reichweite- 
Energie-Beziehung der Protonen in Polyathylen bekannt ist. Der 
Gang der Rechnung ist im Anhang angegeben. Unter den dort auf- 
gefiihrten Voraussetzungen erhalt man fiir eine bestimmte Neutro- 
nenenergie die Impulsverteilung in der Kammer zu 


W(E) = const. (3) [1 _ 2 gl . 


Die mit dem Impulsspektrographen aufgenommenen und fiir den 
Nulleffekt korrigierten Impulsverteilungen der Protonriickstoss- 
Kammer stimmen bei Neutronenenergien von 3,1 MeV bis 4,1 MeV 
gut mit der Theorie tiberein (Fig. 2). Diese Spektrogramme wurden 
mit Neutronen in Vorwirtsrichtung aufgenommen. Um zu kleineren 
Neutronenenergien zu gelangen, erfolgten weitere Messungen bei 
Emissionswinkeln von 56°, 77°, 105°, 111° und 120°. Mit wachsen- 
dem Winkel wird jedoch die Ubereinstimmung mit der Theorie 
schlechter, und zwar werden zu viele kleine Impulse registriert, die 
von Streuneutronen herriihren. Sie lassen sich nachweisen, indem 
die von der Target kommenden Neutronen durch einen 3,8 cm 
dicken und 40 em langen Plexiglas-Stab absorbiert werden (Fig. 3). 
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Das Auswerten der Spektrogramme geschieht in der folgenden 
Weise: Nachdem auf den Nulleffekt und gegebenenfalls auf die 
Streuneutronen korrigiert ist, wird in das aufgenommene Spektro- 
gramm eine passende theoretische Kurve eingezeichnet. Diese theo- 
retische Verteilung wird auf die Impulsenergie Null extrapoliert. 


impulszahi pro Kanal 


Impulszahl pro Kanal 


E 














5 10 5 10 15 Kane! 
Fig. 2. Fig. 3. 
Fig. 2. 
Impulsverteilung der Protonriickstoss-Kammer, gemessen in Vorwartsrichtung. 
E,, = 3,65 MeV. Stufenkurve: Experiment; glatte Kurve: Theorie. 
Fig. 3. 
Impulsverteilung der Protonriickstoss-Kammer, gemessen unter 105° zum 
Deuteronenstrahl. EH, = 2,38 MeV. 
Stufenkurve: mit Streuneutronen. 
Stufenkurve: auf Streuneutronen korrigiert. 


Der Inhalt der von dieser Kurve und der Energie-Achse einge- 
schlossenen Fliche, dividiert durch die wihrend der Bestrahlung 
in die Kammer eingefallenen Neutronen, liefert ein Mass fiir den 
Wirkungsgrad 74, der Kammer. Er ist nach Gleichung (13) des An- 
hanges gegeben durch 


1 7 7 7 
ne = 45 0* F R*(E,) 6,(En)- 
Hierin bedeuten: 
n* die Anzahl der Molekiile eines Gases pro cm® bei 15°C und 760 mm Hg 
Druck. (n* = 2,547-10!® em), 
F die Flache des Radiators (in cm?). 
R*(E,,) die Reichweite eines Protons mit der Energie Z,, in Athylen bei 15° C und 
760 mm Hg Druck (in cm). 
o,(HZ,) Streuquerschnitt der Neutron-Proton-Streuung (in cm). 


Die in diese Formel eingehenden und beniitzten Gréssen R*(E,,) 
und o,(H,) sind der Arbeit von W1Lk1nson“) und der Tabelle iiber 
,,Neutron Cross Sections‘‘®) entnommen (vgl. Fig. 4 und 5). Der 
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daraus errechnete Wirkungsgrad der Kammer ist in Fig. 6 ange- 
geben. Der mittlere Fehler fiir 7, setzt sich zusammen aus: 
a) der Unsicherheit der Flaiche des Radiators (2%) ; 
b) dem Fehler des n-p-Streuquerschnittes (wir haben ihn auf 3° 
geschatzt) und 
der Unbestimmtheit in der Reichweite-Energie-Beziehung 
(3%). Er betriigt damit 5%. 
R* 


% oa 
é 














ee E 


2 4 Mev 
Fig. 4. 
Reichweite-Energie-Beziehung fiir Protonen in Athylen (nach WiLKrNsoN"4)), 
6, 
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« 3 ~ Mev 
Fig. 5. Totaler Streuquerschnitt fiir die Neutron-Proton-Streuung. 
1 C. L. Batvey et al., Phys. Rev. 70, 583 (1946). 2 L. HuttrHen, L. SKAVLEM, 
Phys. Rev. 87, 297 (1952). 3 H. Aoxt, Proc. Phys. Math. Soc. Jap. 21, 232 (1939). 
4 R. E. Frevps et al., Phys. Rev. 94, 389 (1954). 5 N. Nereson, 8. DarpeEn, 

Phys. Rev. 89, 775 (1953). 6 Y. Opa et al., Phys. Rev. 80, 469 (1950). 
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Der Einfluss der Streuneutronen auf dieEichung unseres Hornyak- 
Zihlers ist schwer abzuschitzen, da der Wirkungsgrad der Wasser- 
stoffriickstoss-Kammer im Gegensatz zum Hornyax-Zahler rich- 
tungsabhingig ist und auch beide Geriite verschiedenartig von der 
Neutronenenergie abhingen. Dariiber hinaus ist der prozentuale 
Anteil der Streuneutronen bezogen auf die Targetneutronen noch 
eine Funktion der Targetdicke und anderer Einfliisse, wie Deute- 
ronenstrom, Beschleunigungsspannung usw. Die Korrekturen, die 


10-3 1 Ny (En) 
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25 3,0 35 
Fig. 6. 
Wirkungsgrad 7 der Protonriickstoss-Kammer. 
wir wegen der Streuneutronen in der Eichkurve des Hornyax- 
Zahlers (Fig. 7) angebracht haben, betragen im Energieintervall 
von E,, = 3,2 MeV bis E,, = 4,2 MeV 3% und steigen dann mit sin- 
kender Neutronenenergie bis zu 32% bei EH, = 2,2 MeV. Die Un- 
sicherheit der Eichkurve wird noch durch die folgenden Fehler be- 
einflusst: Der Fehler der Neutronenenergie hangt ab von der Un- 
sicherheit in der Bestimmung der Beschleunigungsspannung der 
Deuteronen, der Targetdicke und des Winkels zwischen Neutronen- 
zihler und Deuteronenstrahlrichtung. Diese Fehler kénnen so klein 
gehalten werden, dass sie wegen des flachen Verlaufs der Eichkurve 
nicht beriicksichtigt zu werden brauchen. Statistische Schwankun- 
gen kénnen infolge der gemessenen hohen Stosszahlen fiir den Wir- 
kungsgrad des Hornyaxk-Zihlers ausser acht gelassen werden. Auch 
Schwankungen der Empfindlichkeit, hervorgerufen durch Verande- 
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rungen in der Multiplier-Vervielfachung oder des Breitbandver- 
starkers tiberschreiten einige 9/5, nicht. Somit riihrt die Unsicherheit 
der Eichkurve nur noch von der Wirkungsgradkurve der Proton- 
riickstoss-Kammer ab, von der interpretation der Impulsverteilungs- 
kurven und schliesslich von den mehr oder weniger unsicheren Kor- 
rekturen infolge der Streuneutronen. Diese Fehler sind in Fig. 7 ein- 
vezeichnet. 


if) 1} 
bet 








320 
Fig. 7. 


Wirkungsgrad ny des Hornyak-Zahlers., 


3.5. Einfluss der S(n,p)-Reaktion auf die Empfindlichkeit des 
Horyyax-Zihlers. 


KEEPIN! *) hat angegeben, dass ein ZnS-Lucite-Zahler nicht nur 
Riickstossprotonen, sondern zu einem nicht unwesentlichen Teil 
auch Protonen der S(n, p)-Reaktion zihlt. Er findet ihren Anteil 
zu 30%. Zur Kontrolle dieses Ergebnisses untersuchten wir die re- 
lative Empfindlichkeit des Hornyax-Zihlers mit Neutronen im 
Energie-Intervall von E,, = 3,65 bis E,, = 4,1 MeV. Als Neutronen- 
monitor wurde hier ein Anthracen-Scintillator verwendet. Obwohl 
in diesem Energiegebiet sowohl die S(n, p)- als auch die S(n, «)- 
Reaktion kraftige Resonanzen zeigen — der Wirkungsquerschnitt 
aindert sich um mehr als 40%*) —, weist die Empfindlichkeit des 
Hornyak-Zihlers einen glatten Verlauf auf. Eine resonanzartige 
Empfindlichkeitsanderung von 3% hatten wir noch sicher nach- 
weisen kénnen. Wir schliessen daraus, dass in unserem Hornyak- 
Zahler die Schwefel-Reaktionen mit weniger als 10% beteiligt sind. 
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4. Wirkungsquersehnitt der Reaktion 018 (n, a) C13, 
4.1. Methode. 


Die Reaktion wird in einer mit Sauerstoff gefiillten Ionisations- 
kammer ausgelést. Die von den «-Teilchen herriihrenden, elektri- 
schen Impulse werden verstarkt und in einem 19-Kanal-Impuls- 
spektrographen registriert. 


4.2. Apparatur. 

Wir verwendeten die bereits in *) beschriebene Parallelplatten- 
Ionisationskammer. Die Fiillung der Kammer erfolgte mit 99,96pro- 
zentigem Sauerstoff bei einem Gasdruck von (2886 + 5) mm Hg, 
der mit einem Quecksilber-Manometer gemessen wurde. Die Kam- 
merspannung betrug 7,5 kV. Das Kammervolumen betragt 13,55 cm? 
und ist auf 2° genau festgelegt. 

Wegen des Randeffektes wird nur ein gewisser Bruchteil aller im 
empfindlichen Volumen stattfindenden Reaktionen mit der rich- 
tigen Energie registriert. Wir haben versucht, den Randeffekt unter 
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Fig. 8. 
Impulsspektrogramm der O1*(n, «)C!3-Reaktion bei H, = 4,11 MeV. 

vereinfachenden Annahmen zu berechnen. Wir vernachlissigen zu- 
nichst einmal die endliche Reichweite der C-Riickstésse. Als Reich- 
weite der «-Teilchen wird eine ,,mittlere Reichweite‘’ von 0,17 em 
angenommen. Unter der weiteren Voraussetzung, dass die Emission 
der «-Teilchen im Laborsystem kugelsymmetrisch ist, lisst sich der 
Randeffekt nach der bei ADLER et al.!”) angegebenen Formel berech- 
nen. Fiir unsere Verhaltnisse und 4-MeV-Neutronen betragt der 
Anteil der mit der vollen Energie registrierten Reaktionen 87,6%, 
wahrend die in Rosst und Straus?) angegebene Niherung 87,2% 
ergibt. 
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4.3. Ergebnisse und Fehlerquellen. 


Die Ionisationskammer-Impulse werden mit der in >) beschriebe- 
nen Anordnung verstirkt und dann im 19-Kanal-Impulsspektro- 
graph aufgenommen. 
Ein Beispiel einer sol- 
chen Aufnahme ist in 
Fig. 8 wiedergegeben. 
6 [o'tnaac”] Die Impulsenergie 
, stimmt bei den ent- 
sprechenden Neutro- 
nen-Energien jeweils 
iiberein mit der Ener- 
gie, die aus dem von 
P. Huser et al.'8) ge- 
messenen @-Wert zu 
erwarten ist. Weitere 
Impulsgruppen haben 
wir nicht gefunden. 

Die Bestimmung des 
Reaktionsquerschnit- 
tes erfolgt durch Aus- 
zahlung der im Spek- 
trogramm registrierten 
a-Impulsgruppe und 
aus der mit dem Horn- 
yAK-Zihler bestimm- 
ten Neutronenzahl. 
¥ Die gemessenen Wir- 
Fa kungsquerschnitte 

- sind fiir jede Neutro- 
E, nen-Energie in Fig. 9 

39 40 31 42 Mev aufgezeichnet. Ausser- 

Fig. 9. dem sind die statisti- 

Wirkungsquerschnitt fiir die O1%(n, «)C'3-Reaktion. schen Fehler und die 

——— Gemessener Wirkungsquerschnitt. Breite des Neutronen- 
Durchdringungswahrscheinlichkeit des «-Teil- spektrums angegeben. 
chens durch die Coulomb-Barriere, berechnet Nicht 
unter den in Abschnitt 5.1 gemachten An- 
nahmen. 


4 
mb 






































eingezeichnet 
sind diejenigen Fehler, 
die von  Gasdruck, 
Kammervolumen und Randeffekt herriihren (totaler Fehler schat- 
zungsweise 4%), und die durch Fehler der Eichkurve des Hornyax- 
Ziihlers bedingt sind. 
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5. Diskussion. 
5.1. Coulomb-Barriere. 


Der allgemeine Verlauf der o,-Kurve legt die Vermutung nahe, 
dass fiir den Reaktionsquerschnitt im hier untersuchten Energie- 
gebiet im wesentlichen die Coulomb-Barriere fiir das emittierte 
«-Teilchen verantwortlich ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Bil- 
dung des O1’-Zwischenkernes sollte in dem Energie-Intervall von 
3,6 bis 4,2 MeV nur um wenige Prozent abnehmen. 

Wir haben die Durchdringungs-Wahrscheinlichkeit des «-Teil- 
chens durch die Coulomb-Barriere des C1%-Restkernes numerisch 
berechnet unter der Annahme, dass das «-Teilchen mit | = 0 emit- 
tiert wird, und dass der Radius des C18-Kernes R = (1,2-A!/3 + 
1,2)-10-13 cm = 4,02-10-18 cm betrigt. Die Ubereinstimmung mit 
dem gemessenen Reaktionsquerschnitt ist, wie aus Fig. 9 hervor- 
geht, befriedigend. 


5.2. Energieniveaus im O'-Kern. 


Der Verlauf der o,-Kurve zeigt bei den Neutronenenergien E,, = 
3,90 und 4,05 MeV je eine Resonanzstelle. Sie miissen angeregten 
Zustinden im O1’-Zwischenkern zugeordnet werden. Die Bindungs- 


energie des Neutrons im 017-Kern betriigt E, = 4,143 MeV). Dem- 
nach liegen die Energieniveaus (7,81 + 0,02) baw. (7,95 + 0,02) MeV 
iiber dem Grundzustand des O1"-Kernes. 


Burrows et al.?°) haben mit Hilfe der Reaktionen F?9 (d, «) 0” 
und O18 (d, p) O! die Niveaus des O1’-Kernes studiert, jedoch ist 
das Auflésungsvermégen zu klein, um so eng liegende Resonanzen 
zu trennen. Von Jonss et al.?1) wurde die Reaktion C18 («, n) O18 
untersucht. Obwohl das Auflésungsvermégen wenige keV betrigt, 
sind von ihnen keine den unsrigen entsprechenden Resonanzen ge- 
funden worden. 


5.3. Neutroneneinfang beim Verlangsamen von Ra-Be-Neutronen 
in H,O. 


Quellstarkemessungen von Ra-Be-Neutronenquellen werden meist 
so ausgefiihrt, dass die emittierten, schnellen Neutronen in einem 
Moderator verlangsamt werden. Darauf wird der Fluss der lang- 
samen Neutronen mit Detektoren quantitativ bestimmt. DE 
Troyer und Tavernier’) haben die Quellstiirke einer Ra-Be- 
Quelle untersucht mit H,O und Paraffinél als Moderator. Diese 
Messungen fiihrten zu verschiedenen Resultaten, und zwar wurde 
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die Quellstiirke im Wasser zu (2,5 + 0,3)°% kleiner bestimmt als im 
Paraffin6él. Da der Unterschied grésser als der experimentelle Fehler 
ist, vermuteten die Autoren, dass ein Teil der schnellen Neutronen 
mit dem Sauerstoff des Wassers die Reaktion O18 (n, «) auslést und 
so fiir die Quellstiirkenbestimmung verloren geht. 

Wenn das Energiespektrum einer Ra-Be-Quelle und der Wir- 
kungsquerschnitt der O18 (n, «)-Reaktion iiber das ganze Energie- 
gebiet bekannt wire, so kénnte der Prozentsatz der eingefangenen, 
schnellen Neutronen berechnet werden. Da aber o,-Werte nur bis 


fCE,) 





E, 


10 Mev 








Fig. 10. 
a) Energiespektrum fiir Ra-Be-Neutronen (RaAceEy et al.?*). 
b) Wirkungsquerschnitt fiir die O1*(n, «)-Reaktion. 
Unsere Messergebnisse. 
Messpunkt von LIL.ie'). 
Willkiirliche Interpolation, um zu einer Abschatzung iiber den Anteil der 
vom Sauerstoff eingefangenen Neutronen zu gelangen. 


zu 4,2 MeV verfiigbar sind, haben wir mit folgenden Annahmen und 
Angaben eine Abschitzung versucht: 

a) das von Racery et al.??) angegebene Energiespektrum fiir Ra- 
Be-Neutronen (Fig. 10a); 

b) die aus Fig. 10b ersichtliche, teilweise interpolierte Kurve fiir 
den Sauerstoff-Reaktionsquerschnitt oy ; 


c) den Sauerstoffstreuquerschnitt o, 97%) ; 


d) den Wasserstoffstreuquerschnitt o, 4}°). 
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Der Rechnung legen wir den von GuLAsstoNE und Epiunp™*) 
beschriebenen Ansatz fiir die ,,resonance escape probability” zu- 
grunde und erhalten mit den oben erwihnten Annahmen fiir den 
Anteil der vom Sauerstoff eingefangenen Ra-Be-Neutronen 3%. 
Dieser Prozentsatz ist fiir das angenommene Ra-Be-Neutronen- 
spektrum nicht stark abhangig von der Art der Interpolation des 
O016(n, «)-Querschnittes (in Fig. 10b gestrichelt eingezeichnet). 


ANHANG. 
Impulsverteilung und Empiindlichkeit der Wasserstoffriickstoss- Kammer. 


Die Empfindlichkeit einer Wasserstoffriickstoss-Kammer bzw. 
die entsprechende Impulsverteilung sowohl fiir dicken als auch fiir 
diinnen Radiator wurde schon verschiedentlich unter zum Teil ver- 
einfachenden Annahmen berechnet!*)*). 

Nach einer miindlichen Mitteilung von K. Hatspacu kann die 
Impulsverteilung allgemein berechnet werden, sofern die Winkel- 
verteilung der Riickstosskerne, die Reichweite-Energie-Beziehung 
der Radiator-Substanz fiir den Riickstosskern und die Schichtdicke 
gegeben sind. 

Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein: 

Ko Maximal-Energie der Riickstosskerne. 
Winkel zwischen Einfallsrichtung der Neutronen und Bahn 
des Riickstosskernes. 

2 z= cos 0. 

Eyg(z) Energie des unter dem Winkel # gestreuten Riickstoss- 
kernes (g(1) = 1). 
Energie, welche der Riickstosskern im Zahlvolumen der 
Kammer abgibt. 
Reichweite des Riickstosskernes mit der Energie E in der 
Radiator-Substanz. 
Totaler Streuquerschnitt der Riickstosskerne. 
Differentieller Streuquerschnitt der Riickstosskerne im 
Laborsystem mit der Normierung: 


Pi 4 


22% / o(cos #) sin ddd =o,. 
0 
W(E)dE Zahl der Riickstosskerne pro sec, die in der Kammer eine 
Energie zwischen H und E + dE abgeben. 
P(E) —Zahl der Riickstosskerne pro sec, die in der Kammer eine 
Energie > E abgeben mit 
Ey 
P(E) =/W(E)dE. 


E 
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Koordinate fiir den Ort des Streuprozesses im Radiator. 
Dicke des Radiators. 

Fliche des Radiators. 

Anzahl Atomkerne pro cm? der Radiator-Substanz. 
Neutronenfluss. 

Unter der Voraussetzung, dass die Neutronen senkrecht zum Ra- 
diator einfallen und dass der Streuprozess unabhingig ist vom Azi- 
mutwinkel, ist die Zahl der Riickstosskerne pro sec, die in das Raum- 
winkelelement 2 z sin 3? d# gestreut werden und im Gas eine Energie 
> E abgeben 

dP(E) = vn F x(k, z) 2 2 o(cos #) sin 8 dé 
— wn F2(E, z) 22 o(z) dz (1) 
Hierin ist «(E, z) durch die Relation 
xz = 2|R(E,-g(z)) — R(E)| 
bestimmt (siehe Fig. 11a). 
; Richtung der einfallenden Neutronen 


| 
b) ' ¢) 
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Fig. 11. 
Zur Bedeutung der im Text beniitzten Grdéssen 2, z, 2, Zp. 
—~--— Weg des Neutrons. 
Weg des Riickstosskernes im Radiator. 
Weg des Riickstosskernes im Zaihlvolumen der Kammer. 
Durch Integration von (1) iiber z erhalten wir die Gesamtzahl der 
Riickstoss-Kerne pro sec, die im Gas eine Energie > FE abgeben. 
Wir betrachten zunichst den Fall, dass 
D < R(E,) — R(E) ist 


und definieren z, und z, durch die Gleichungen 


D = z,[R(Ey 9(2)) — R(E)] (Fig. 11b) 
E = Eyg(2.) (Fig. 11) 
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Beachten wir nun, dass die Grésse 2(#,z) nur im Intervall 
2, <2 <2, durch die Relation (2) definiert, im Intervall z; <z <1 
jedoch wegen (3) « = D zu nehmen ist, so erhalten wir fiir das 
gesuchte Integral " . 


P(E) = —22vnF\ | Do(z)dz+ fo, 2) o(2) az}. (6) 


Gilt in (3) das Gleichheitszeichen, so ist gemiss (4) z, = 1, d.h. 
das erste Integral in (6) verschwindet. Damit wird dann gleichzeitig 
auch die Riickstosskammer mit D > R(E,) — R(E) beschrieben, 
da aus x > R(E,) — R(E) ausgeléste Riickstosskerne zu wenig 
Energie besitzen, um im Kammergas eine Energie > E abzugeben. 


1 2 


Die differentielle Impulsverteilung erhalten wir durch Differen- 
tiation von P(E) nach E, wobei, wie man leicht einsieht, die Diffe- 
rentiation nach den Integrationsgrenzen keinen Beitrag gibt. Es 


resultiert 
Zs 


W(E) =2anF | o(2) - dz. (7) 
zi 
Aus (2) erhalt man fiir 02/0E 
Oz  __—, dR(E) _ _ 
oF ~~ * ge = R'E); 
so dass die differentielle Impulsverteilung in der Kammer durch 
a 
W(E) =2avnF R'E) | o(2)2 dz (8) 
gegeben ist. , 
Sobald also R(£),g(z) und o(z) bekannt sind, lasst sich die Impuls- 
verteilung in der Kammer berechnen. Die Ableitung ist nicht nur fiir 
Riickstosskerne anwendbar, sondern gilt auch fiir die Impulsver- 
teilung von Reaktionsprodukten, die von im Radiator ausgelésten 
Kernreaktionen herriihren. 
Fiir den Spezialfall einer Protonriickstoss-Kammer mit dickem 
Radiator gilt 


Eo=E,, g2)=2*, %=1, (9) 


und aus (5) und (9) ergibt sich 


-\= 
i 7 : E.,, , 


Fiir die im Schwerpunktsystem isotrope Neutron-Proton-Streu- 
ung gilt im Laborsystem 
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Wird dies in (8) eingesetzt, so lautet die differentielle Impulsvertei- 
lung in der Wasserstoffriickstoss- Kammer 


9 


W(E) =22nF R(E) |= o,dz = 5 vn Fo, Ey) R'E) [1—(z-)”]. 


P i 4 e 
E (10) 
J En 
Die von WriiKtnson!‘) angegebene Reichweite-Energie-Beziehung 
fiir Protonen in Polyithylen gehorcht mit guter Approximation 
dem Gesetz 


R(E) = R(E,) (+) 


Setzt man diesen Ausdruck in (10) ein, so folgt fiir die Impulsver- 
teilung in der Kammer 


W(E) = 5 nF R(E,) o(Eng-(z-) [1—-(z) |. AD 


Die Anzahl P(E) der in der Kammer pro sec registrierten Impulse 
mit der Energie > E ist 
En 
P(E) = | W(E) dE. 


E 


Der Einfachheit halber wahlen wir aber die untere Integrations- 
grenze zu EH = 0, obwohl wir ja im Prinzip keine besiebig kleinen 
Impulse nachweisen kénnen. Da wir jedoch die Impulsverteilung 
mit einem Impulsspektrographen aufnehmen und die theoretische 
Impulsverteilung genau kennen, diirfen wir die gemessenen Impuls- 
verteilungen gegen EH = 0 extrapolieren und auf sie die sehr ein- 
fache, fiir die Energie E = 0 giiltige Formel anwenden: 
En 4 
A=]|W(E)dE= ig NF R(E,) o.(E,) . (12) 


0 


Nach WiLkrnson”) ist das molekulare Bremsvermégen fiir Pro- 
tonen in Polyathylen und in Athylen das gleiche. Wir kénnen daher 
in (12) an Stelle der Reichweite-Energie-Beziehung R(E,,) von Pro- 
tonen in Polyathylen die Reichweite-Energie-Beziehung R*(E,) von 
Protonen in Athylen einfiihren. Beriicksichtigen wir ferner, dass 
ein Athylen-Molekiil vier H-Atome besitzt, so gilt 

n- R(E,) = 4n*- R*(E,) 


4n/) 3 


worin n* = 2,547-10'% die Anzahl der Molekiile eines Gases pro 
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em? bei 15°C und 760 mm Hg Druck bedeutet. Definieren wir 
schliesslich den Wirkungsgrad 7, der Kammer durch 


A 


Nr —— Z ; 


so resultiert 


ng = 28 n# F R*(Ey) 0,(Ey) (13) 


Herrn Dr. K. Hausacu sei fiir wesentliche Hilfe bei den Rech- 
nungen des Anhanges und den Herren H. WeyeNetH und E. Merz 
fiir den Bau der Wasserstoffriickstosskammer herzlicher Dank aus- 
gesprochen. 
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Uber das Schalenmodell fiir Atomkerne 


von K. Bleuler und Ch. Terreaux 
Theoretisch-physikalisches Seminar der Universitat Ziirich. 
(15. IIT. 1955.) 


Abstract. Within the framework of the shell-model the shape of the potential 
well and the distribution of the nucleons in space are calculated (this leads to the 
charge-distribution). A good agreement is found with the experimental results 
from high energy electron scattering. Some questions of the consistency of the 
model are treated and the charge independence of nuclear forces is tested in a new 
way. Finally a more detailed 2-dimensional representation of the level-scheme of 
shell-structure is given. 

§ 1. Ejinleitung. 

Das Schalenmodell fiir die Atomkerne wurde bisher hauptsichlich 
zur Deutung der Termschemata (Paritiét- und Drehimpulszuord- 
nung) und zur Abschatzung der Gréssen der magnetischen Momente 


und der Quadrupolmomente der Grundzustinde verwendet. In 
dieser Arbeit dagegen sollen mit Hilfe desselben Modells diejenigen 
Kerndaten berechnet werden, welche in letzter Zeit experimentell 
sehr eingehend untersucht worden sind: 


1. Die elektrische Ladungsverteilung im Innern des Kernes: sie 
wurde experimentell aus der Winkelverteilung schneller, gestreuter 
Elektronen bestimmt!-%). Dabei ergab sich das auffallende Resultat, 
dass der sogenannte Ladungsradius wesentlich kleiner ausfiel als 
die bisher angenommenen Kernradien. Im Innern ergab sich die 
Verteilung annihernd konstant, und der Abfall der Dichte erstreckte 
sich tiber einen wohlbestimmten Bereich. 

2. Die Analyse der Streumessung von Neutronen an vielen 
schweren Kernen‘) ergab einen neuen Wert fiir die Tiefe des mitt- 
leren Kernpotentials. 

3. Mit Hilfe der Analyse der Termschemata der Spiegelkerne 
und der erfolgreichen Einfiihrung der Quantenzahl fiir den isotopen 
Spin im Gebiete der leichten Kerne, konnte die Ladungsunabhangig- 
keit der Kernkrifte sichergestellt werden. Es miissen sich deshalb 
die mittleren Kernpotentiale fiir Protonen und Neutronen gerade 
um die mittlere Coulombenergie pro Proton unterscheiden. 
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4. Durch weitere Messungen der sogenannten magnetischen Ano- 
malie®)®) (Unterschied der magnetischen Aufspaltung im homogenen 
aiusseren Felde gegeniiber derjenigen im inhomogenen Feld der 
Elektronenhiille) ergab sich ein Hinweis dafiir, dass die Stromver- 
teilung im Kerne nicht homogen anzunehmen ist. 

Es ist nun wichtig, zu bemerken, dass die Giiltigkeit des Schalen- 
modells gerade an den hier besprochenen Kerneigenschaften weit- 
gehend gepriift werden kann. Dieses Modell stellt namlich vom 
mathematischen Standpunkte aus ein Naherungsverfahren der fol- 
genden Art dar: 

Um das wellenmechanische Mehrkérperproblem zu vereinfachen, 
werden zunichst saimtliche Kernkrafte durch ein mittleres Kern- 
potential W ersetzt, welches in gleicher Weise auf alle Protonen, 
resp. Neutronen wirkt (bei Ladungsunabhingigkeit muss fiir die 
Protonen nur das Coulombpotential hinzugefiigt werden), zentral- 
symmetrisch und nur von Ort und Geschwindigkeit abhingig an- 
genommen wird. Der allgemeinste Ansatz lautet dann: 


W = V(r) + G(r) (U8). (1) 
Dieses Kernpotential mit Spin-Bahnkopplung liefert die folgenden 
Einpartikelzustande (Nukleonenbahnen) y»,: 
h? 


Ey, i 2 uM A Wn 5 Wy» . (2) 


Die Wellenfunktion des gesamten Kernes wird dann in dieser un- 
tersten Naherung durch das antisymmetrisierte Produkt dieser Ein- 
teilchenbahnen geschrieben : 


Y= Sy(-1) Ty,» (3) 


wihrend die Energieeigenwerte durch die entsprechende Summe 
der Eigenwerte aus (2) dargestellt sind: 

EO = > E,.. (4) 

n 

Damit entsteht bereits ein Termschema des Kernes, wobei jeder 
Term durch eine bestimmte Besetzungsart der Einteilchenbahnen 
(aus (2)) charakterisiert ist*). Diese Terme sind noch hochgradig 
entartet und beschreiben noch nicht die Wirklichkeit. 

In einem zweiten Schritt miissen nun im Prinzip die individuellen 
Wechselwirkungen H, d.h. die Abweichungen vom angenomme- 
nen Mittelwert des Potentials zwischen den einzelnen Nukleonen 
beriicksichtigt werden (Zwei- oder Mehrkérperkrafte). Dadurch 


*) Der tiefste Eigenwert E°) stellt gerade die Bindungsenergie des Kernes dar. 
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werden die soeben konstruierten Terme aufgespalten, und die neuen 
Eigenfunktionen kénnen immer in der folgenden Form geschrieben 


PY — YCr pO, (5) 
 ¥ t h 


werden: 


(Die Y bilden ein vollstaéndiges Orthogonalsystem.) Im Falle 
einer Stérungsrechnung hatte man z. B. 
_A® 
‘i ik ‘ 
Ci = ip tg (6) 
zu setzen, wobei H‘? das Matrixelement von H) beziiglich der un- 
vestérten Zustinde ¥ bedeutet. Es ist nun sehr wesentlich fiir die 
Anwendung des Schalenmodells, dass die genannten zusiatzlichen 
Krafte H™ tatsichlich als Stérung aufgefasst werden kénnen. Wie 
durch Vergleich mit experimentellen Daten vielfach gepriift worden 
ist, werden niamlich die Termfolgen der ersten Naherung nicht 
wesentlich geindert. (Es ist aber dabei wichtig, dass die grosse Spin- 
Bahnkopplung bereits in der untersten Naherung mitberiicksichtigt 
wird.) Damit ist aber ersichtlich, dass in den linearen Verbindungen 
nach (5) und (6) nur Zustiande vorkommen, fiir welche die ungestér- 
ten Energiewerte ‘E® und infolgedessen auch die Besetzungszahlen 
der ungestérten Einteilchenfunktionen nicht stark untereinander 
abweichen. Handelt es sich z. B. um den Grundzustand des Kernes, 
so werden dem tiefsten, ungestérten Zustande der Form (3) (er ent- 
spricht einer ,,kompakten* Besetzung der Einpartikelniveaus) nur 
Zustiinde beigemischt, welche sich in der Besetzung der obersten 
Energiestufen unterscheiden. Der Grossteil der Nukleonen bleibt 
aber in den selben ungestérten Bahnen. Ganz ahnliche Verhiltnisse 
hat man etwa in einem Fermigas. 

Hat man nun z. B. die Ladungsverteilung im Grundzustand zu 
berechnen, so geniigt es offenbar, die ungestérte Eigenfunktion Y 
zu verwenden. Ebenso wird der ungestérte Eigenwert E® schon 
eine gute Naherung fiir die gesamte Bindungsenergie des Kernes 
darstellen. Allgemein kann man sagen, dass alle physikalischen 
Gréssen, fiir welche simtliche Nukleonen gleichmissig beitragen, 
schon durch die erste (unterste) Naherung gut dargestellt werden 
kénnen. Im ganzen handelt es sich um eine Verfeinerung des stati- 
stischen Modells; es wird sich aber zeigen, dass es sehr wesentlich 
ist, die Lésungen der Gleichung (2) an Stelle der einfachen ebenen 
Wellen zu verwenden. 

Im zweiten Abschnitt wird nun zuerst gezeigt, wie man auf Grund 
dieser ersten Niherung mit Hilfe der empirisch gegebenen Bindungs- 
energien und Kernradien die Tiefe der Potentialmulden V fiir Proton 
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und Neutron schon festlegen kann. Damit wird bereits die Ladungs- 
symmetrie verifiziert. Es ergibt sich auch eine quantitative Bestim- 
mung des bekannten Termschemas des Schalenmodells, wenn man 
noch die Werte fiir die Spin-Bahnkopplung aus einer Analyse der 
Terme einiger leichten Kerne entnimmt. 

Im dritten Abschnitt werden mit Hilfe der selben Naherung 
die Form der Dichteverteilung, insbesondere der Ladungsradius 
diskutiert werden. Fiir die Untersuchung der experimentell gefun- 
denen Termschematas der Kerne ist die Beriicksichtigung der direk- 
ten Wechselwirkung H® zwischen den Nukleonen natiirlich wesent- 
lich. Hierzu braucht es aber besondere Annahmen (z. B. Paarabsitti- 
gung, welche fiir ungerade Kerne wieder zu Einpartikelzustinden 
fiihrt, oder Diskussion allgemeiner Konfigurationen). Es ist wichtig, 
dass die Gréssen, die hier berechnet werden, von diesen Annahmen 
noch unabhangig sind. 

Nebenbei sei bemerkt, dass die hier betrachtete Naiherung im 
Gebiet der leichten Kerne versagt (A > 1 ist notwendig zur Defini- 
tion des mittleren Potentials). Dagegen kommt es in diesem Falle 
vielfach zur Bildung relativ stabiler Strukturen (O18, C12), so dass 
die tiefliegenden Terme vieler ungerader Kerne in der folgenden 
Weise aufgefasst werden kénnen: Ein ,,Leuchtnukleon* bewegt sich 
im Kraftfelde, welches von einem stabilen Rumpfe erzeugt wird. 
Da dieses Feld wieder kugelsymmetrisch ist, hat man es wieder mit 
Lésungen der Gleichung (2) zu tun. Es gibt aber ein Zwischengebiet 
(Kerne bei A ~ 23), wo man weder das Schalenmodell, noch die 
genannten Vereinfachungen fiir leichte Kerne verwenden kann. Es 
zeigt sich tatsichlich, dass dort viele Zustande durch kompliziertere 
Konfigurationen beschrieben werden miissen. 


§ 2. Berechnung des mittleren Potentials, der Coulombenergie und des 
Niveauschemas. 


I. Das mittlere Potential. 


Im Rahmen der besprochenen ersten Naherung gilt nun folgendes: 
Sind fiir einen bestimmten Kern der Radius und die Bindungs- 
energie empirisch gegeben, so kénnen daraus mit Hilfe naheliegen- 
der Annahmen die Tiefen der Potentialmulden fiir Protonen und 
Neutronen bestimmt werden. Angenommen wird dabei folgendes: 

1. Der Verlauf des mittleren Potentials wird bis auf zwei Para- 
meter Vy, R, fiir Langenmafstab und Tiefe vorgegeben: 


V(r) =Vo-0( 


%) 
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(V, in MeV, Ry in 10-13 em). v(&) stellt eine dimensionslose Funktion 
dar, welche die Form des Potentialverlaufes charakterisiert. 

2. Die Spin-Bahnkopplung wird fiir diese Betrachtung zunichst 
vernachilassigt. (Die entsprechende Aufspaltung der Terme hat einen 
sehr geringen Einfluss bei der Bildung der gesamten Bindungs- 
energie) 

3. Bei der Besetzung der einzelnen Bahnen durch Protonen und 
Neutronen muss verlangt werden, dass die Energie der obersten 
durch ein Proton besetzten Bahn um 1,26 MeV hoher liegt als die- 
jenige fiir das entsprechende Neutron, oder mit anderen Worten: 
beim Auffiillen der Bahnen miissen die Grenzenergien fiir Protonen 
und Neutronen bis auf ihre Massendifferenz iibereinstimmen 
(8-Stabilitat; wiirde man noch den K-Einfang beriicksichtigen, so 
wiren anstelle von 1,26 nur 0,75 MeV zu verwenden). 

Durch diese Methode sollen nun die Potentialmulden fiir alle 
Kerne des periodischen Systems bestimmt werden. Zur Durchfiih- 
rung der Aufgabe muss man sich zunichst eine Ubersicht iiber den 
Verlauf der zu einer Potentialmulde gehérenden Eigenwerte als 
Funktion der beiden Parameter V,, Ry verschaffen. Dabei wurden 
3 verschiedene Potentialformen v(&) untersucht: 

1. Die flache Mulde, 


0 < 


3. Das Oszillatorpotential. 

Die zugehérigen Eigenwertprobleme (2) sind in laingerer Arbeit 
gelést worden. Die Resultate haben wir fiir die Formen 1. und 2. 
in Fig. 1 graphisch zusammengestellt. Die Lésung hat die Form 
(in tiblicher Bezeichnung) : 


1 <. eae : ; 
Ym = — Yn(") y 7 (9, @) . (8) 


n° » , Ul+1) . 
ou \— int tn) + V tn = En tn - (9) 


Daraus sieht man, dass die beiden Parameter Vj), Ry nur in der di- 
mensionslosen Kombination 


A= 


3 2M 


<< Vp RG (10) 


* 
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in die Eigenwertgleichung eingehen, wenn auch die Eigenwerte in 
der dimensionslosen Form 


E 
En = - 


n 
v, (11) 
geschrieben werden. Die Gréssen ¢, sind deshalb als Funktionen 
von X in Fig. 1 aufgetragen worden. (Kurven e,(X) fiir die Poten- 
tialformen (1) und (2); dabei ist fiir jeden Eigenwert die Dreh- 
impulszuordnung und die Besetzungszahl angegeben.) Der Para- 
meter X stellt in gewissem Sinn ein Mass fiir das Fassungsvermégen 
einer Potentialmulde dar, wenn die Funktion v(&) in geeigneter 
Weise normiert wird*). 

In dieser Ubersicht ist zu erkennen, dass der Verlauf derjenigen 
Eigenwerte, die einen hohen Drehimpuls (d.h. hohe Besetzungs- 
zahlen) aufweisen, fiir die beiden Potentialformen nicht wesentlich 
verschieden ist. Die Rechnung wird deshalb hier nur mit der flachen 
Mulde fortgefiihrt. Man wird spiiter sehen, dass sich dieselbe fiir die 
schweren Kerne am besten eignet. 

Jetzt stellt sich die Aufgabe, fiir jeden Kern die richtigen Poten- 
tialmulden (d.h. die richtigen Parameterwerte V,?, RP; V7, R¥) 
fiir Protonen und Neutronen zu bestimmen: Zunichst wahlt man 
fiir die Radien R?, RY beider Mulden den empirischen Kern- 
radius**) R,: 


RP = RY = R, = 1,4 A". (13) 


Fiir die beiden Parameter V,? und V;* bleiben dann gerade noch zwei 
Bedingungen: 

1. Die experimentell gegebene Bindungsenergie B des Grund- 
zustandes soll mit dem theoretischen Wert (4) der ersten Naherung 
iibereinstimmen. Mit unserer neuen Bezeichnungsweise heisst dies 


Z N 
B=V"d'&,(X") + Vo" dy &,(X"). (14) 


n=1 n=1 


*) Will man verschiedene Potentialverliufe untereinander vergleichen, so ist 
die folgende Normierung von v(&) zweckmassig 


lo °) 


| Vo(é)dé=1. (12) 
0 
Dies entspricht nach (11) einer eindeutigen Festlegung der Einheit fiir den Para- 
meter X. Damit werden jetzt fiir gleiche X die Mittelwerte der ¢,, (alle mit Gewicht 1) 
fiir verschiedene Potentialverliufe ungefahr gleich. Bei dieser Normierung hat man 
in Fig. 1 fiir das Stufenpotential den neuen Parameter X‘*) = 1,138 X zu ver- 
wenden. 
**) Die Verwendung dieses ,,alten‘‘ Wertes fiir die Potentialmulden erweist sich 
als richtig (vgl. § 3). 
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Dabei bedeuten X” bzw. X* die Parameterwerte, welche nach (10) 
zu den Werten V,", R? baw. VY, RY gehéren. Die Summen 
miissen fiir eine ,,kompakte Besetzung mit Z-Protonen baw. N- 


Neutronen der Niveaus ausgefiihrt werden. 
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€,(X). Ubersicht iiber die Energieniveaus E,, der flachen Potentialmulde (ausge- 

zogene Linien) und des Stufenpotentials (strich-punktierte Linien). Die dimen- 

sionslose Grosse ¢,, = E,,/V») aufgetragen als Funktion des Parameters X, definiert 

nach (10). Die Kurven P und N ergeben fiir einen Kern mit Z-Protonen resp. 

N-Neutronen (Ordinate) die Parameterwerte der dazu gehérigen Potentialmulden. 

Die Zackenkurven geben die Grenzenergien (oberste besetzte Niveaus) fiir Protonen 
resp. Neutronen im Grundzustand (kompakte Besetzung). 


2. Die Grenzenergien fiir Protonen und fiir Neutronen sollen sich 
um ihre Massendifferenz unterscheiden: 


VP? e,—V% ey = —1,26 MeV. (15)*) 


Aus diesen Bedingungen wurden nun durch gréssere Rechnung 
die gesuchten Werte X? und X* (und daraus sofort V,", V;%) fiir 

*) Die Vorzeichen und Konstanten der Energie-Eigenwerte und Potentialtiefen 
sind immer so gewahlt, dass die gebundenen Zustiande positive, die kontinuier- 
lichen Zustande negative Werte erhalten. 
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einige Kerne, welche tiber das ganze periodische System gleich- 


missig verteilt sind, bestimmt. 

Es handelt sich um ein schrittweises Anpassen mit Hilfe der gra- 
phischen Darstellung der e,(X) nach Fig. 1. Da die Grenzenergien 
eP? und e* in unserer Niherung als Funktion der Besetzungszahlen 
diskontinuierlich verlaufen, ist die Gleichung (15) nur im Mittel tiber 
ein bestimmtes Intervall im periodischen System erfiillt worden. 
Die numerischen Resultate sind zunachst in Tabelle 1 zusammen- 
gestellt. 

Tabelle 1. 





B(Exp) Bp ‘ 
MeV By yy 





58,3 | 24,40 
68,9 | 26,13 
153,6 | 24,37 





188,4 | 26,32 
208,5 | 24,90 5,2 3,60 





459,2 
250,7 | 26,77 


325 





581 
406 





876 
5,93 445 





8,30 
7,18 1181 


6,05 451 








7,46 1339 



































Mit diesen Resultaten kann man die Werte fiir das ganze perio- 
dische System durch Interpolation angeben. In Fig. 1 sind die Para- 
meterwerte X? und X* als Funktion von Protonen- und Neutronen- 
zahl durch zwei kontinuierliche Kurven dargestellt, ebenso die dis- 
kontinuierlich verlaufenden Grenzenergien (Zackenkurven). Schliess- 
lich sind in Fig. 2 alle physikalisch wichtigen Energien als Funktion 
der Nukleonenzahl A dargestellt: Energien der einzelnen Bahnen, 
Tiefen der Potentialmulden fiir Protonen und Neutronen, Mittel- 
werte der Grenzenergien (d. h. Mittelwerte aus den Zackenkurven 
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Fig. 2. 
Die Einteilchenniveaus simtlicher Kerne fiir einen flachen mittleren Potentialver- 
lauf (R,, = 1,40 A’), Eigenwerte #, in MeV aufgetragen als Funktion der Nuk- 
leonenzahl A (ausgezogene Linien fiir Neutronen und gestrichelte Linien fiir Pro- 
. . . rP rN o* 
tonen) ohne Spinbahnaufspaltung. Tiefen der Potentialmulden VP. VX fiir Pro- 
tonen resp. Neutronen, Mittelwerten der Grenzenergien und Ionisationsenergie J. 
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von Fig. 1; diese erfiillen nach dem Gesagten die Bedingung (15)) 
und schliesslich die Ionisationsenergie fiir ein Nukleon. Fiir einen 
bestimmten Kern mit der Nukleonenzahl A kénnen also auf einem 
Vertikalstrich simtliche Gréssen (in MeV) abgelesen werden. Es 
zeigt sich auch hier, dass die Tiefen der Potentialmulden fiir Neu- 
tronen iiber das ganze periodische System praktisch dieselben sind 
(ca. 27 MeV); da nach (13) auch die mittleren Nukleonendichten 
von A unabhingig sind, ist dieses Resultat eine gute Verifikation 
des Modells. 


II. Die Coulombenergie. 


Es ist nun von Interesse, die Tiefen der Protonmulde mit derje- 
nigen fiir die Neutronen zu vergleichen. Sind die Kernkrifte la- 
dungsunabhiangig, so miissen sich diese gerade um die mittlere 


Mev) 
Von-K* bie 
0 


100 
Fig. 3. 


Vergleich der mittleren Coulombenergie pro Proton (ausgezogene Kurve) mit den 
berechneten Unterschieden der Tiefen der Potentialmulden fiir Neutronen und 


= 


Protonen fiir die 7 gerechneten Kerne (kleine Kreise). 


Coulombenergie V, pro Proton des entsprechenden Kernes unter- 
scheiden. 


(ii eee 
ss 5 R, 


35/8 2 
2 wo TWA! 

4, (= sige 2 (16) 
C bedeutet den mittleren Wert der Coulombenergie einer homo- 

. . r - Ye 

genen Ladungsverteilung im Innern des Kernes, waihrend C’ den 
Beitrag des Austausches darstellt; er wurde mit Hilfe des statisti- 
schen Modells abgeschitzt’), was im Hinblick auf den verhaltnis- 
miissig kleinen Anteil (5% fiir schwere Kerne) erlaubt ist. Die ent- 
sprechenden Zahlenwerte sind in Tabelle 1 auch angegeben. In 
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Fig. 3 ist nun V, (ausgezogene Kurve) mit den berechneten Unter- 
schieden der Potentialmulden (kleine Kreise) verglichen. Es zeigt 
sich im Gebiete der schwereren Kerne eine recht eindriickliche 
Ubereinstimmung. Bei den leichteren Kernen, wie z. B. Ca, sind 
die Schwankungen der Nukleonenzahl noch zu gross, um eine kon- 
tinuierliche Kurve zu erhalten. Auch ist zu beriicksichtigen, dass 
man in Formel (15) auch den kleineren Wert 0,75 MeV fiir die 
Differenz der Grenzenergien verwenden kénnte. 


III. Die Lage der Grenzenergien. 


Aus den Figuren 1 und 2 ist ersichtlich, dass die Grenzenergien 
alle in der Nahe des oberen Randes der Potentialmulde liegen. (Man 
vergleiche die ,,Zackenkurve“ in Fig. 1 und deren Mittelwert in 
Fig. 2 mit der Nullinie). Dies bedeutet, anschaulich gesprochen, dass 
die Potentialmulden gerade vollstindig mit Nukleonen ausgefiillt 
sind. Beriicksichtigt man noch, dass man bei den leichteren Kernen 
von der hier angenommenen flachen Mulde allmahlich zum Oszilla- 
torpotential iibergehen sollte, so ergibt sich ein vollstindig horizon- 
taler Verlauf in der Nihe der Nullinie. Wir werden gleich sehen, dass 
diese auffallende Tatsache mit der Konsistenz des Modells in engem 
Zusammenhang ist. 

Es muss aber zuerst bemerkt werden, dass wir die Kurven fiir die 
Energieeigenwerte in Fig. 1 und 2 immer ein Stiick tiber die Nullinie 
in das Gebiet der kontinuierlichen Zustinde extrapoliert haben. 
Dies war notwendig, um in allen Fiillen geniigend Zustiinde fiir die 
Nukleonen des Kernes zur Verfiigung zu haben. Dazu ist folgendes 
zu beachten: Das mittlere Potential V(r), das hier verwendet wird, 
ist fiir die folgenden relativen Lagen der Nukleonen im Raume eine 
gute Naherung: 

a) Samtliche Nukleonen befinden sich im Innern des Kernes 
(d. h. im praktisch realisierten Falle). 


b) Samtliche Nukleonen im Aussenraume (mit dem Werte Null 
fiir V erhalt man dann gerade den richtigen Wert (4) fiir die gesamte 
Bindungsenergie). 


Betrachtet man aber z. B. den Ablésungsvorgang eines einzelnen 
Nukleons (d.h. A-1 Nukleonen im Innern, 1 Nukleon im Aussern), 
so ist in unserem Falle gerade noch die Ionisationsenergie von ca. 
8 MeV zum Potentialwall hinzuzufiigen. Es muss nimlich beriick- 
sichtigt werden, dass beim Ablésungsvorgang eines Nukleons die 
mittlere Potentialmulde verkleinert wird (sie entspricht jetzt der- 
jenigen von N-1 Nukleonen) und dass dadurch siimtliche besetzten 
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Niveaus etwas gehoben werden. Die hierzu notwendige Energi 
wird gerade durch den zusitzlichen Potentialwall von 8 MeV dar- 
gestellt. Diese Verhiltnisse sind in Fig. 4 graphisch dargestellt. 
Man verifiziert anhand dieser Zeichnung leicht, dass man jetzt 
durch sukzessive Ionisation wieder zum richtigen Werte (4) fiir die 
gesamte Bindungsenergie kommt. Damit erhalt man nun das ge- 
samte Potential, welches z. B. fiir die Neutronstreuung verwendet 
werden muss. Die Tiefe betraigt 27 + 8 = 35 MeV und die Breite 
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Fig. 4. 
Zur Diskussion der Jonisationsenergie. 


etwas mehr als 1,4 A!/%. Diese Werte entsprechen ungefiihr dem exp. 
Befund). Mit dem zusitzlichen Potentialwall erhailt man aber auch 
auf den extrapolierten Stiicken der Eigenwertkurven noch statio- 
naire Zustinde und die Eigenwerte werden hauptsichlich fiir die 
erésseren Drehimpulse (wegen dem entsprechend grossen Dreh- 
impulswall) und fiir Protonen (Coulombwall) noch gute Niherungen 
bilden. Man sieht aber, dass fiir die kleineren Drehimpulse bei Neu- 
tronen bereits Abweichungen zu erwarten sind und dass es fiir die 
Konsistenz der ganzen Methode sehr wesentlich ist, dass man mit 
den Grenzenergien nur wenig iiber die Nullinie kommt. In gewissem 
Sinne stellen also die experimentellen Radien R; = 1,40 A" gerade 
minimale Werte dar; ein kleinerer Wert fiir R, wiirde nimlich bei 
der vorgegebenen Bindungsenergie zur Besetzung vieler Zustiinde 
iiber der Nullinie fiihren. Die zugehérigen Eigenfunktionen wiirden 
dann eine Dichteverteilung der Nukleonen ergeben, die wesentlich 
iiber die urspriinglich angenommene Potentialmulde herausreicht 
(vgl. § 3). 
IV. Das Termschema des Schalenmodells. 


Nachdem nun simtliche Gréssen, welche in der ersten Naherung 
eingehen, bestimmt worden sind, ist es jetzt méglich, die Spin- 
Bahnkopplung quantitativ richtig zu beriicksichtigen: Bei einigen 
leichten Kernen lasst sich der Wert der Spin-Bahnaufspaltung 
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direkt ablesen: 2,5 MeV fiir die pyjo-p,.-Aufspaltung bei H3, ca. 
5 MeV fiir die Aufspaltung d;).— ds). bei C13, N13, F!". Da die Tiefe 
des entsprechenden Kernpotentials bei diesen leichten Kernen un- 
efihr denselben Wert besitzt, lasst sich diese Spin- Bahnaufspaltung 
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Fig. 5. 


Das Termschema des Schalenmodells fiir Neutronen. 


Einpartikelniveaus #,, in MeV mit Spinbahnaufspaltung auftragen als Funktion 
der Nukleonenzahl A. Der Wert der Spinbahnaufspaltung (k-1-2,5 MeV) ist pro- 
portional / und dem Faktor k(A), welcher ein Mass fiir den Gradienten des Poten- 
tials darstellt. (Kurve & als Funktion A in der oberen Halfte.) Die Zackenkurve 
stellt die Grenzenergie fiir die Grundzustande dar: Das Auftreten der magischen 
Zahlen ist aus den grossen Spriingen bei N = 8, 28, 50, 82, 126 ersichtlich (Kurve 
N(A)). Alle Terme sind fiir flache Potentialmulden gerechnet. Fiir leichte Kerne ist 
noch der Ubergang zum Stufenpotential angegeben (s,). 


in folgender Weise auf die schweren Kerne iibertragen. Die Auf- 
spaltung wird proportional den folgenden Gréssen angenommen: 
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Bahndrehimpuls | und einem gemittelten Wert k des Gradienten 
des Potentials, wobei als Gewicht das Quadrat der Wellenfunktion 
verwendet wird. Damit ergibt sich das vollstiindige Termschema 
der Einnukleonzustinde (Fig. 5). Es ist hier instruktiv die erwaihnte 
, Zackenkurve* fiir die Grenzenergien in entsprechender Weise ein- 
zutragen. Die grossen Stufen, welche jetzt das System der Kerne 
vollstiindig in einzelne Gruppen aufteilen, geben in eindriicklicher 
Weise das Auftreten der magischen Zahlen wieder: 


8, 28, 50, 82, 126. 
Die kleineren Stufen bei 
6, 20, 38, 64, eventuell 100 


entsprechen den sogenannten halbmagischen Zahlen. Die Zahlen 
38 und 64 sind auch schon bei der Untersuchung der angeregten 
Zustinde von geraden Kernen in eindriicklicher Weise in Erschei- 
nung getreten’). Im Gegensatz zu den iiblichen eindimensionalen 
Darstellungen des Termschemas tragt unsere zweidimensionale Form 
den Verschiebungen der Niveaus mit wachsendem A Rechnung. 
Auch sind die Aufspaltungen durch Analyse der leichten Kerne be- 
stimmt, und das ganze Schema ist im wesentlichen ohne irgend- 
welche Anpassung gezeichnet worden (nur bei den héchsten Dreh- 
impulsen (! = 5und 6) wurde bei der entsprechenden grossen Auf- 
spaltung der Schwerpunkt aus den beiden Zweigen etwas nach 
oben verschoben). Fiir Protonen wire nach Fig. 2 ein etwas anderer 
Verlauf zu erwarten. Auch miisste man bei den leichteren Kernen 
den Ubergang zum Oszillatorpotential durchfiihren. Die Spin-Bahn- 
Aufspaltung ergab sich etwas grésser als in den meisten Term- 
schematas, welche bisher angegeben wurden, was zur Folge hat, 
dass die Aufteilung der Terme in einzelne Gruppen noch deutlicher 
wird als friiher. 

Beim Vergleich mit der Erfahrung muss man beachten, dass bei 
Beriicksichtigung der zweiten Niherung die Reihenfolge der einzel- 
nen Terme innerhalb der Gruppen zwischen je zwei magischen 
Zahlen veraindert werden kann. Es haingt dies im Rahmen der zwei- 
ten Naiherung davon ab, wieviele energetisch benachbarte Zustiinde 
bereits in der ersten Naherung existieren, mit welchen ein heraus- 
gegriffener Eimpartikelzustand kombinieren kann. Die energetisch 
grossen Spriinge bei den magischen Zahlen werden aber nie iiber- 
briickt; es gilt ausnahmslos die Regel, dass die Zuordnungen der 
Grundzustiinde und der tiefsten angeregten Niveaus eines unge- 
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raden Termes aus einer Gruppe zwischen zwei magischen Zahlen 
zu finden sind. Wohl aber werden die Energiestufen bei den magi- 
schen Zahlen durch die nichste Niherung etwas verkleinert. Sind 
zwei Gruppen nur durch eine halbmagische Zahl getrennt, so kénnen 
gelegentlich Uberbriickungen vorkommen. Aus diesen Tatsachen 
kann man sich auf empirischem Wege eine Vorstellung dariiber ver- 
schaffen, wie gross der Einfluss der direkten Wechselwirkungskrafte 
(2. Naherung) auf das Termschema ist; doch soll auf diese Frage in 
einer spaiteren Arbeit naiher eingegangen werden. 


§ 3. Berechnung der Ladungsverteilung. 
I. Das Ndherungsverfahren. 


Die wichtigste Anwendung der ersten Niherung ist nun die Be- 
stimmung der Dichteverteilung der Nukleonen, insbesondere der 
Verteilung der Protonen, welche zur experimentell bestimmten 
Ladungsverteilung des Kernes fiihrt. Nachdem namlich der Ver- 
gleich der experimentellen Resultate iiber die Drehimpulszuord- 
nungen bei ungeraden Kernen mit der ersten Naherung zeigt, dass 
eine Mischung der Zustiinde nur in relativ geringem Umfange vor- 
kommt, kann man jetzt mit einigem Vertrauen diese Naherung 
allein zur Bestimmung der Dichteverteung verwenden. 

Fiir diese Rechnung darf man die Spin-Bahnkopplung wieder ver- 
nachlassigen. Um aber das experimentell gut untersuchte Verhalten 
der elektrischen Ladungsverteilung am Rande des Kernes besser 
wiederzugeben, wird jetzt eine Potentialmulde mit abgeschrigten 
Wanden verwendet. In Fig. 6 sind die verschiedenen Masse, welche 
fiir den Ag-Kern angenommen werden, angegeben*). Jetzt stellt 
sich aber die Frage fiir diese Mulde die Eigenfunktionen durch ein 
geeignetes Niherungsverfahren zu bestimmen. Die folgende, sehr 
einfache graphische Methode fiihrt, wie wir uns durch Vergleich bei 
explizit lésbaren Problemen iiberzeugt haben, bereits zum Ziele: 
Die Gleichung (9) fiir die Radialabhingigkeit, welche nun zu lésen 
ist, hat die Form eines eindimensionalen Eigenwertproblemes, und 
zwar handelt es sich fiir 1+ 0 darum, den 1. eventuell 2. Eigenwert 
einer eindimensionalen, einfachen Potentialmulde zu bestimmen. 
Die Randbedingung auf der linken Seite verlangt allerdings das 
Verschwinden von yx bereits bei r = 0 (an Stelle r-— oo). Nun 
wird auf graphischem Wege diejenige Parabel gesucht, welche die 

*) Die Mulde ist so konstruiert, dass das ,,Fassungsvermégen“ gegeniiber dem 
friiheren Fall dasselbe bleibt. Der Coulombwall kann hier gegeniiber den hohen 
Drehimpulswallen noch vernachlassigt werden. 
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vorgegebene Potentialmulde unseres Problemes am besten annihert 
(vgl. Fig. 6); die dazugehérigen Eigenfunktionen des Oszillators 
bilden dann im wesentlichen die gesuchte Naherung. (Um den rich- 
tigen Eigenwert zu erhalten, geniigt es offenbar, den Potential- 
verlauf nur in demjenigen Intervall anzunihern, in welchem die 


Ag.” R=6,65 


20 
yy 
a 
218 


Die Masse der Potentialmulden VY und VP fiir Protonen und Neutronen mit 
abgeschragten Wanden fiir Ag. 

Graphische Darstellung des Naherungsverfahrens. Die gestrichelte Kurve stellt 

die gewahlte Naherungsparabel V,, dar, fiir das Gesamtpotential, welches aus der 

schrigen Mulde und dem Drehimpulsterm gebildet ist. Das genaherte Niveau f, 


fiir Protonen und die dazu gehérige Wellenfunktion ¥;, sind angegeben. 


Eigenfunktion wesentlich von Null verschieden ist; im fussern Ge- 
biet wird die Eigenfunktion durch eine andere einfache Naherung 
dargestellt; doch ist dies nur fiir die p-Zustiande tatsichlich not- 
wendig. Fiir die S-Zustiinde kénnen die Eigenfunktionen der ent- 
sprechenden rechteckigen Potentialmulde verwendet werden.) 


Il. Die Ladungsverteilung. 


Auf diese Weise wurde die Ladungsverteilung fiir den Silberkern 
bestimmt (Fig. 7). Es zeigt sich nun in recht eindriicklicher Weise, 
dass die Dichteverteilung im Innern des Kernes annihernd konstant 
ausfallt, waihrend dieselbe am Rande iiber eine bestimmte Breite 





> 
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gleichmissig abfallt. Die Konstanz kommt anschaulich gesprochen 
dadurch zustande, dass sich die ringférmig verteilten Dichten, wel- 
che zu den verschiedenen Drehimpulswerten gehéren, der Reihe 
nach aneinander lagern (Fig. 7). Anderseits verhialt sich der Abfall 
Q 
60 
@ 
4 


1) 


0 





0 
Lue 
35°} —_1 

















1. Die Dichteverteilungen der verschiedenen Schalen s,, s,, p,... fiir die Protonen 
des Ag-Kernes. (Abgeschragtes Potential VP.) Aufgetragen ist die Gesamtdichte 
bei vollstandig gefiillten Schalen als Funktion des Abstandes r vom Zentrum (die 
letzte Schale g, enthalt nur 7 Protonen). Gestrichelte Kurve: Verlauf der Oszillator- 
lésung ohne Korrektion, welche nur bei den p-Niveaus notwendig ist. 
2. Oben: Verlauf der gesamten Protonendichte fiir den Silberkern (Summe aus den 
Beitragen der verschiedenen Schalen). Der mittlere Ladungsradius R, und die 
Abfallsbreite ¢, sind eingetragen. Der angegebene Wert R, = 1,4 A?/* entspricht 
dem Radius einer flachen Potentialmulde, welche dasselbe Fassungsvermégen be- 
sitzt, wie der hier verwendete abgeschragte Potentialverlauf. 
im dusseren Gebiet ahnlich wie der Verlauf der Potentialmulde*) 
Man hat also erreicht, dass der Gesamtverlauf der Dichteverteilung 
ziemlich gut der Form der Potentialmulde entspricht. Diese ,,Selbst- 
*) Eine Potentialform mit etwas weniger steilen Wanden wiirde die Verhaltnisse 
etwas besser darstellen (¢,, = 2,8 in Fig. 7). 
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konsistenz‘‘ ist schon im ersten Schritt erfiillt worden, da sich zeigt, 
dass erst eine wesentliche Anderung des Potentialverlaufes eine 
merkliche Anderung der Dichteverteilung hervorbringt. Die kleine 
Einsenkung der konstruierten Dichteverteilung im Zentrum des 
Kernes nimmt nur einen sehr geringen Bruchteil des Kernvolumens 
ein; sie wird verschwinden, sobald beim Ubergang zu schwereren 
Kernen der nichste S-Zustand aufgefiillt wird. Die auf diese Weise 
konstruierte Dichteverteilung ist nun mit dem eingangs erwaihnten 
Resultat aus der Streumessung fiir Elektronen zu vergleichen!~°). 
Wir erhalten fiir den Ag-Kern den Ladungsradius R, = 1,24: A? 
und die ,,Abfallbreite*‘ s = 1,35*); dies entspricht dem experimen- 
tellen Resultat, welches fiir den Goldkern gewonnen wurde recht 
gut (R, = 1,2 Al, s = 1,65). Die Form der Ladungsverteilung, d.h. 
der mittlere Ladungsradius und die Breite des Abfalls stimmen also 
gut mit der Elektronenstreumessung tiberein**), wihrend anderseits 
unsere Potentialmulde (nach Abschnitt 2) den Resultaten ent- 
spricht, welche kiirzlich durch Analyse der Streumessungen von 
Neutronen an verschiedenen Kernen erhalten wurde‘). Die in dieser 
Analyse verwendete Methode des komplexen Potentials lisst sich 
gut mit den hier angegebenen Vorschriften interpretieren: Der reelle 
Teil dieses Potentials stellt die Wirkung unseres mittleren Poten- 
tials dar (dieses kann nur eine elastische Streuung erzeugen), wih- 
rend der imaginire Teil die Wirkung der individuellen Wechsel- 
wirkung zwischen den Nukleonen im Sinne unserer zweiten Nihe- 
rung charakterisiert. (Diese beschreibt in der Tat alle weiteren Pro- 
zesse, welche das einfallende Neutron ausfiihren kann.) 

Aus der Konstruktion nach Fig. 6 ist zu ersehen, dass die ring- 
férmige réumliche Struktur der Schalen, welche zu grossen Bahn- 
drehimpulsen | gehéren, durch den hohen Drehimpulswall erzeugt 
wird. Damit wird ersichtlich, dass dieser Konzentrationseffekt bei 
Protonen in sehr schweren Kernen durch den ahnlich verlaufenden 
Coulombwall noch etwas verstirkt wird. Die Ringstruktur, welche 
zu kleinen Relativabstiinden der Nukleonen fiihrt (Fig. 7), ist aber 
fiir die grossen Paarungsenergien verantwortlich. Diese werden jetzt 
durch den Coulombwall noch vergréssert: Man hat also eine Er- 
klarung fiir die merkwiirdige Tatsache, dass die Paarungsenergie in 
schweren Kernen fiir Protonen etwas grésser ist als fiir Neutronen’®). 


*) s ist aus unserer graphischen Darstellung nach der von den genannten 
Autoren*) verwendeten Definition bestimmt. 

**) Der scheinbare Widerspruch, welcher bisher zwischen verschiedenen An- 
gaben iiber die Radien bestand, klart sich auf: Es handelt sich immer um geeignete 
Mittelwerte (Definitionen), die erst gebildet werden kénnen, wenn die entsprechen- 
den Verteilungen (Ladungsdichte, Potentialverlauf) berechnet sind. 
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III. Diskussion einiger experimenteller Resultate. 


Verschiedene Messungen tiber die Winkelverteilung von u-Me- 
sonen?9- 11) jiessen zunachst vermuten, dass die Ladungsverteilung 
im Kerne eine Konzentration im Zentrum aufweisen kénnte. Nach 
den jetzigen Betrachtungen scheint dies fiir die schweren Kerne 
ausgeschlossen zu sein, in Ubereinstimmung mit den Resultaten 
der Elektronenstreuversuche und den Messungen iiber das u-Mesic- 
Atom!2 13), Der Ausweg muss wohl in einer Geschwindigkeits- 
abhingigkeit der Wechselwirkung zwischen Nukleon und yu-Meson 
gesucht werden. 

Ein experimentelles Resultat, das sich in diesem Rahmen gut 
interpretieren lisst, ist der verhaltnismissig grosse Wert der magne- 
tischen Anomalie. Diese gibt Aufschluss iiber die Verteilung des 
magnetischen Momentes (oder besser Stromverteilung) im Innern 
des Kernes. Die empirischen Resultate haben namlich gezeigt, dass 
man eine gute Ubereinstimmung erhalt, wenn man fiir die Kern- 
wellenfunktion einen Ein-Partikelzustand verwendet, waihrend ein 
homogen iiber den Kern verteiltes magnetisches Moment viel zu 
kleine Werte liefert®)®). Man muss in unserem Modell allerdings 
annehmen, dass durch die zweite Niherung verschiedene Zustiinde 
gemischt werden. Doch hat sich gezeigt, dass nur solche aus der- 
selben Schale kombiniert werden kénnen. Diese Zustiinde ergeben 
aber noch keine homogene Verteilung, sondern immer noch eine 
ausgeprigt ringférmige Verteilung (vgl. Fig. 7). 


Zusammentassung. 


Im ganzen kann man wohl sagen, dass die Annahme eines mitt- 
leren Kernpotentials (durch die individuelle Wechselwirkung als 
Stérungsterm ergiinzt) fiir die schweren Kerne oberhalb A = 40 
recht gute Resultate liefert: 

1. Die berechneten Tiefen der Potentialmulden stimmen mit den 
experimentellen Werten iiberein; sie bleiben iiber das ganze perio- 
dische System praktisch konstant. Dies ist im engen Zusammen- 
hang mit dem konstanten Wert der mittleren Dichte, der nach dem 
A'3.Gesetz fiir die Kernradien zu erwarten ist. 

2. Es ergeben sich die richtigen Werte fiir die Coulomb-Krafte, 
wenn man die Ladungsunabhingigkeit der Kernkrafte annimmt. 

3. Die Schalenstruktur der Einpartikelterme ergibt sich in natiir- 
licher Weise durch Verwendung der Werte der Spinbahnaufspaltung, 
die sich aus den Termstrukturen einiger leichter Kerne ergeben. 
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4. Man erhilt die richtige, experimentell bekannte Ladungsver- 
teilung; die verschiedenen Werte fiir die Kernradien lassen sich 
leicht interpretieren. 


Herrn Professor Dr. W. Herrier méchten wir fiir sein grosses Ent- 
gegenkommen wihrend diesen Untersuchungen recht herzlich dan- 
ken. Einer von uns (Ch. T.) méchte auch an dieser Stelle dem For- 
schungsrat des schweizerischen Nationalfonds seinen besten Dank 
fiir die weitere Gewihrung eines Forschungsstipendiums aus- 
sprechen. Herrn cand. phil. A. ScurépER sind wir fiir die Aus- 
tiihrung einiger Rechnungen sehr dankbar. 
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Etude de la réaction ,,Cl* (ny, P)is 8” 
par émulsion nucléaire spéciale au chlorure d’argent 


par H. Berthet et J. Rossel 


(Institut de physique de l’ Université, Neuchatel) 


(15 IIL 1955). 


Summary. The slow neutron reaction Cl**(n, p)S® has been studied with a 
new nuclear emulsion (prepared by Kodak) where all AgBr was replaced by AgCl. 
Sandwiches of normal (Ilford) and special Cl-emulsions exposed to pile neutrons 
enable an accurate determination of the total flux through the N‘4(n, p)C14 reac- 
tion and allow a direct comparison of the nearly equal Q values of the two processes 
by fitting gaussian curves for the two proton groups. The cross-section for Cl was 
found to be o = 0,30 + 0,01 barn. The relative difference of the Q amounts to 
3,6% in excellent agreement with the predicted Q values both from the masses 
and from the limit of £-spectrum. 

Comparison of the measured ratio o(n, p)/o(n, y) with theoretical predictions 
showes coincidence of the order of magnitude and favours the value r, = 1,3 
10-15 cm in the expression R = r, A?’ for nuclear radius. 

Using the published experimental data on stopping power energy relation for 
low energy protons in the elements, a calibration curve in the energy range 
100 < E, < 1000 keV for Ilford emulsion has been established. So is avoided 
any questionable use of «-particle values of stopping power. The agreement with 
measured proton ranges being excellent, the same procedure was applied for a 
calibration of the Cl emulsion. 

Finally a discussion of the useful precautions in determining cross-sections 
with nuclear plates based on a careful chemical analysis of the emulsion is presented. 


I. Introduetion. 


La possibilité de la réaction par neutrons thermiques: Cl**(n, p)S* 
a été démontrée d’abord par M. D. KamMmeEn!) qui signale son ana- 
logie avec la réaction de méme type N'(n,p)C™. La mesure de la 
section efficace et de l’énergie de réaction est entreprise en 1944, a 
Zurich, par A. Grpert, F. Roccen et J. Rossen?) qui utilisent 
une chambre a ionisation remplie du mélange Cl,—N, et obtiennent 
pour la section efficace du mélange isotopique: oq = 0,19 + 
0,04 oy. En 1947, L. Seren, H. FrrepLanper et 8S. TurKEL?) 
mesurent 131 sections efficaces d’activation sur 65 éléments et 
indiquent pour l’isotope Cl: « = 0,169 barn 4 20% prés. En 1949, 
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Tableau 
Données relatives 





Noyau initial 


Noyau 





abondance 
(10) 
1,310-* % 


masse 
(6) 
3,016 977 + 11 


T 119 
(11) 
12,5a 
121 
10,7 


masse 
(6) 
3,016 997 + 11 





10,016 114 + 28 


2,5 10%a 
2,9 — 


2,7 + 410° 
(18) 


10,016 711 + 28 





14,007 515 + 11 


5400 + 200a 
(18) 


5568 + 30a 
(27) 


14,007 682 + 11 





0,74% 
0,750 (12) 


32,981 961 + 38 


25 + 2j 
25,4 j (12) 





34,980 175 + 50 


87,1 41,2; 
(32) 


34,980 354 + 50 





0,0119% 


39,976 578 +130 


39,975 100+ 100 





100% 


44,970 00 -+ 60 


163,5 + 4j 
(33) 

















53,956 540+ 230 





»sMn54 





53,957 56-—-+ 245 
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aux réactions (ntn, p). 





final 


Q calculé (MeV) 


Q mesuré 


(MeV) 


Q réaction 


(p, n) (MeV) 


o mesuré 
(barn) 





Ep (MeV) 
(17) 
0,0180 ++ 5 
(19) 
0,0181 + 2 


masse 


0,763 + 2 


3|0,740 


(14 
0,766-+10(21 
0,764+ 1(2 


) 
) 


1(20) 


5040 + 200 
(15) 
3700 + 250 
(16) 





0,566 + 10(24) 
0,555-+-5 
0,560-+L5 
0,553-+415 
0,556+3 

(18) 





0,155 + 1 


0,626 + 2 


“\0,63 ++ 


0,597 (14 

1(26 
0,616 -+-10(29 
0,630+ 6(21 
0,624+ 4(20 
0,610-+.10(22 
val. adoptée 

0,626 


) 
) 
) 
) 
) 
) 


0,620 + 9 
(28) 


0,624 + 4 
(20) 





0,248 + 5 
0,246 + 5 
(25) 





0,1670 + 4 


0,1670 + 5 
(23) 


0,615 + 


3 











0,252 + 2 
0,255 + 4(34) 
0,254 +. 3(35) 
val. adoptée 
0,255 











< 0 avec les 
valeurs de 
masse 
indiquées 
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W. Maurer’) reprend la mesure par comparaison de la radioacti- 
vité B de S® avec la radioactivité y de Mn** et trouve pour I’iso- 
tope Cl®: og = 0,29 barn a 25% pres. 

Sur la base du schéma général de réactions: 1° Z4 + n = (Z—1)4 
+p+Q;2°(Z—1)4 = Z4 + e + E,, il est possible de déterminer 
l’énergie de réaction Q soit a partir des masses, soit, dans le cas ou 
l’isotope formé est instable, a partir de la limite du spectre EH, et de 
la différence n — ,H? = (0,782 + 0,002) keV*)?%). Utilisant les va- 
leurs de masses les plus récentes®) et la valeur HE; = 167,0-- 0,5 keV") 8) 
on obtient pour |’énergie de réaction des valeurs parfaitement con- 
cordantes: & partir des masses: Q = 0,615 + 0,090 MeV, a partir 
de H,: Q = 0,615 +003 MeV. Des calculs analogues permettent 
de prévoir les réactions de méme type, énergétiquement possibles 
avec les neutrons thermiques. Les données relatives a ces réactions 
sont consignées dans le tableau I. La réaction N14(n,p)C™* dont la 
section efficace et l’énergie de réaction sont utilisées dans ce travail, 
est la seule parfaitement connue. Les résultats incompatibles ob- 
tenus par les différents expérimentateurs dans la détermination de 
la section efficace ainsi que l’absence de mesure précise de |’énergie 
de réaction nous ont incités a reprendre l'étude de la réaction 
Cl35(n,p) S® par une méthode nouvelle utilisant une émulsion 
photographique au chlorure d’argent®). Le matériel dont nous 
nous sommes servis, & notre connaissance, n’a pas encore été 
employé dans les recherches nucléaires. Aussi dans ce travail, nous 
sommes-nous proposé le double but suivant: 

1° Mesure de précision par émulsion nucléaire de la section effi- 
cace o et de l’énergie de réaction Q du processus Cl**(n, p)S® par 
comparaison avec la réaction bien connue N}4(n, p)C™. 

2° Etude des caractéristiques de l’émulsion spéciale utilisée et 
essai d’étalonnage en énergie-parcours pour les protons d’énergie 
inférieure & 1 MeV. 


II. Méthode expérimentale et traitement de Pémulsion. 
Principe de la mesure de o. 


Les méthodes usuelles employées pour la détermination de o con- 
sistent soit dans la mesure du nombre de protons émis dans une 
chambre d’ionisation ou dans un compteur proportionnel, soit dans 
la mesure de l’activité de lisobare instable produit par détermination 
du nombre de £- émis aprés irradiation & saturation. Dans ce cas 
particulier, l’application de la premiére méthode est rendue délicate 
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par le choix d’un gaz adéquat, chloré mais non corrosif; celle de la 
seconde, par la difficulté de la mesure absolue du nombre de B- émis 
qui doivent provenir uniquement de la désintégration de 8®. 


Méthode expérimentale. 


Dans notre méthode le noyau cible Cl se trouve incorporé au 
chlorure d’argent d’une émulsion photographique spéciale A dans 
laquelle s’inscriront les protons émis. L’émulsion contient N¢, 
noyaux de chlore par cm? — détermination microanalytique —. 
Apres bombardement des plaques photographiques par les neutrons 
thermiques d’un réacteur, et développement approprié des émul- 
sions, on détermine le nombre de traces T par em?. Ceci permet, 
si on connait N,, et la dose n de neutrons par cm?, la détermination 
de la section efficace o par la relation 


mm r 
Py = 9° Ng-n. 





Outre le chlorure d’argent, l’émulsion A contient de la gélatine 
dont la composante azote donne aussi par la réaction N'4(n,p)C™ 
des protons qui tombent dans le méme domaine d’énergie et qui 
par conséquent ne seront pas distinguables des protons de la réac- 
tion au chlore. Le nombre de ces protons peut étre calculé si on 
connait la teneur en azote — Nx atomes par cm? — et le flux de 
neutrons. 

Une seconde émulsion B, émulsion ordinaire au bromure d’argent, 
est exposée en sandwich avec la précédente. Le seul élément sensible 
est l’azote (Ny noyaux par cm?) et les seuls protons observés sont 
das a la réaction N'4(n,p)C™. 

Soient T et Ty les nombres de traces par cm? dans les émulsions 
A et B; on a les relations 1° T =n (Nyox + Neo) et 2° Ty = 
n‘Ny-‘oy d’ot 3°: 

(Tf Ne 


- Ny’ 
Pci ~ ON | Ty No Nol 


Principe de la mesure de Q). 


Les mesures de Q sont basées soit sur la mesure du parcours du 
proton, soit sur une détermination d’ionisation totale. 

Pour les protons enregistrés dans les émulsions ordinaires dont 
la courbe d’étalonnage parcours-énergie est relativement bien con- 
nue, la détermination de la longueur de la trace fournit une mesure 
directe et précise de l’énergie du proton et par suite du Q de la 
réaction. Cette courbe d’étalonnage fait défaut pour |’émulsion au 
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AgCl. Cependant, comme le spectre observé résulte de la super- 
position de 2 distributions voisines, une détermination de Qq rela- 
tive & Q,y est possible avec une bonne précision, les valeurs attendues 
étant trés voisines. 

La cible. 

Les plaques utilisées ont été spécialement fabriquées et mises 
gracieusement & notre disposition par le Dt Berriman*) (Kodak 
Angleterre). Ce sont des Kodak NT dans lesquelles les halogénures 
d’argent, [Ag et BrAg sont remplacés par une quantité égale de 
ClAg, ce qui réalise pour la concentration en noyaux-cibles des 
conditions bien supérieures 4 celles obtenues dans les méthodes 
d’imprégnation des émulsions ordinaires. 

N’étant point encore standardisées, les plaques au chlore ont fait 
lobjet de notre part d’une étude systématique de composition 
chimique, traitement et particularités. 


1. Composition des plaques. 





Composition Nombre de noyaux 


Composition atomique 
P q en g/cm® par cm® 





0,040 1,19% 2,41 107" 33,6% 
0,286 8,5 % 1,43 19,9% 
0,084 2,49% | 0,36 5,0% 
0,17 5,05% | 0,64 8,9% 
Cl 0,69 20,4 % 1,17 16,3% 
Ag 2,10 62,2 % LT7 16,3% 




















Ces résultats obtenus a partir de données fournies par le fabricant, 
concernent |’émulsion complétement desséchée. 

Des microanalyses effectuées par les laboratoires spécialisés de 
PE.P.F. de Zurich ont permis la détermination exacte de la teneur 
en N et Cl pour chaque cible. La précision obtenue est indiquée par 
le résultat de l’analyse pour 2 échantillons A et B: 

% deCl pour A: 20,15; 20,15; 19,95; pour B: 19,75; 19,65; 19,75; 
la détermination de la teneur en N a donné successivement pour 
lun des échantillons: 2,51; 2,50; 2,50; 2,51; 2,55%. 

Entre leur coulée et la période d’utilisation, les plaques de 50 yu 
d’épaisseur ont été conservées dans des blocs de plomb et, dans la 
mesure du possible, & basse température. Chaque cible a été choisie 
telle que l’émulsion ne présente aucune zone d’amincissement. 


*) Nous remercions chaleureusement le Dt BrerRImMAN de lintérét manifesté 
pour ce travail ainsi que des émulsions spéciales qu’il a bien voulu fabriquer pour 
nous. 





Vol. 28, 1955. Etude de la réaction ,,Cl?5(nin, p),,5®>. 


2. Traitement de l’émulsion. 


Le développement a été essayé sur un échantillon de chaque 
coulée différente. Les mémes conditions ont pu étre appliquées. 
Le révélateur employé est le bain spécial D 163 de composition 
suivante: 

RN «ohh Tey one arty aha, fo, Tats 2,2 g 
Sulfite de Na cristallisé .... 150 g 
Hydroquinone ........ i 6g 


Carbonate de Na cristallisé . . . 175 g 


Bromure de potassium. ... . 2,8 g 
SMEG. 2 2 SS ks TO cm? 


Le révélateur est employé dans les conditions suivantes: 
révélateur D163 ....... 1 partie 


solution de NaCl (20%) ... . 1 partie 
eau distillée ......... 2 parties 


Durée du développement: 4 minutes, température: 4° C. 
Aprés ringage 4 l’eau courante et passage dans le bain d’arrét 
(1,5% d’acide acétique), les plaques sont fixées dans le bain suivant: 
HyposulfitedeNa ...... 200g 


Biguiiite do Na. . 66 se ke 20 g 
CHEER ce je ss so eee 


Le fixage se fait avec brassage permanent. Le bisulfite de sodium 
ajouté au fixateur ordinaire, outre le fait qu’il diminue le gonfle- 
ment, donne des plaques sensiblement plus claires. Le lavage a 
eau courante se fait par dilution progressive du fixateur. Séchage 
& lair sec. 

Les plaques témoins, des Ilford C, et EH, 50 uw, ont été développées 
dans le révélateur & lhydroquinone**) par la méthode du bain de 
température*’) 38) lequel assure le «choc thermique» et une bonne 
pénétration du révélateur. 

Stade froid: imprégnation préalable & 3°C pendant une demi-heure; stade 
chaud: 12 minutes 4 30° C, bain d’arrét, fixage, lavage et séchage comme ci-dessus. 
Pour ces plaques, on a travaillé avec le filtre de sécurité Ilford «S» n° 902, et pour 
les plaques au chlore, en lumiére rouge. 


3. Exploration des plaques. 


Le dénombrement des traces et la mesure de leur longueur ont été 
faits par deux observateurs expérimentés utilisant des microscopes 
binoculaires WiLp avec objectif & immersion (n sin u = 1,25), en 
lumiére verte, ce qui réduit les effets de diffraction et rend l’obser- 
vation plus confortable. On a utilisé un grossissement intrinséque 





272 H. Berthet et J. Rossel. H.P. A. 


de 85 x 10 x 1,5 = 1275. Dans la mesure des longueurs, on a 
utilisé un oculaire micrométrique 4 fil Leitz (x 12,5) gradué au 
1/30 de w et contrdlé avec deux échelles micrométriques Leitz, elles- 
mémes comparées a un étalon d’autre provenance (Société des 
Instruments de Physique, Genéve). Aucune déviation systématique 
des valeurs nominales n’a pu étre décelée supérieure a |’erreur 
d’observation de 0,8°/5) sur les intervalles. 


17 échelle: 1 division = 0,0332 + 0,0003 u 
2™¢ échelle: 1 division = 0,0333 +. 0,0002 u 


4. Qualité des traces. 


Les plaques ayant toujours été utilisées dans le mois qui suivait 
leur fabrication, présentent un faible bruit de fond. Le développe- 
ment employé permet une bonne discrimination visuelle « — p, 
ainsi qu’on a pu le vérifier sur un fragment de plaque soumis aux 
a du Po avant irradiation a la pile. La qualité des traces est au 
moins égale 4 celle des meilleures traces enregistrées dans les émul- 
sions ordinaires. 

Pour la mesure de o |’exploration a porté sur toutes les traces. 
Pour la détermination de Q ont été mesurées seulement les traces 


horizontales au point dans le plan de visée, c’est-a-dire dont la 
différence des cotes est inférieure 4 0,5 mw, ceci dans le but d’éviter 
l’erreur provenant de |’emploi du coefficient de contraction dans la 
reconstruction de la longueur réelle des traces. 

On a vérifié les différents points suivants: 


a) La concordance dans les résultats obtenus par des expérimenta- 
teurs différents dans le dénombrement des traces est satisfaisante. 


La méme cible a été étudiée par les observateurs 1 et 2. Sur un nombre de 
traces égal 4 1716, réparties sur 308 champs de vue, dans une plaque vierge et de 
2738 traces réparties sur 660 champs de vue dans une plaque au chlorure, les résul- 
tats des deux observateurs ont été respectivement: 5,57 et 5,62 pour la premiére, 
et 4,15 et 4,18 pour la seconde. 


b) La répartition des éléments sensibles est homogéne. 


Pour vérifier la répartition homogéne des éléments sensibles on a dressé la 
statistique des nombres de traces par champ de vue et montré qu’elle obéit 4 une 
répartition de Gauss de moyenne 2, et d’écart type o = |/2o, dans les limites 
imposées par le test du x? (graphique 1). 

Les résultats obtenus montrent en outre qu’on peut considérer comme non 
probable une contamination du bore. Cet élément serait en effet particuliérement 
dangereux a cause de sa section efficace élevée et parce que la longueur des traces 
des « (~7 yw) est sensiblement égale 4 celle des protons étudiés. 
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c) Le nombre de traces perdues par suite de leur trop grande incli- 
naison est négligeable. 


Un calcul simple montre qu’il s’agit au maximum de quelques °/5, du nombre 
total de traces. 


Répartition des événements dans /a plaque au Ci 


N.de champs 


10013 traces 
1887 champs 
%219;P=0,15 


N=nombre de traces 
par champ 








Fig. 1. 


III. Résultats expérimentaux. 


a) Détermination de o. 


Trois irradiations ont eu lieu, les deux premiéres au réacteur Bepo 
de Harwell*), la troisiéme a celui de Chatillon*). Sept cibles, com- 
portant chacune une plaque au chlore et une plaque témoin, placées 
a l’intérieur d’une protection de plomb ont été soumises a des doses 
croissantes de neutrons, de l’ordre de 109 n/em?. La cible 1 de Har- 


*) Nous sommes heureux de remercier Madame Faraaai et l’équipe du C. E. A. 
& Saclay ainsi que M. Eastwoop, & Harwell, qui ont bien voulu se charger des dif- 
férentes irradiations. 
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well a été explorée par deux observateurs; les cibles A.B.C. de 
Harwe ., A}, B, C! de Chatillon par l’un ou l’autre d’entre eux. 
La cible C1 a donné des résultats incohérents. 

oa été déterminé par le dénombrement de 59796 traces réparties 
dans 12534 champs de vue. La population moyenne par champ 
varie suivant l’irradiation de 3,13 & 25 traces dans les plaques au 
chlore, de 2,7 & 22,1 traces dans les plaques témoins. 


Résultats. 


Les résultats obtenus ont été les suivants: 


Cibles oO; 


1 Harwell 0,34 + 0,05 barn 
A Harwell 0,30 + 0,03 
B Harwell 0,28 + 0,04 
C Harwell 0,82 + 0,08 
A? Chatillon 0,25 + 0,04 
B! Chatillon 0,31 + 0,04 


Les mesures étant toutes indépendantes et compatibles, nous 
pouvons donner comme résultat final celui de la moyenne pondeérée 


des résultats ci-dessus, soit 





o = 0,30 + 0,01 barn 





o est la moyenne arithmétique des o,, le poids de chaque mesure est donné par 
p; = l/e? avec e; = | G-o; |. On a alors: 


_ 2% 9; 


ah. 


et cette valeur est affectée d’une erreur m, calculée d’aprés 


m= + jaa 
ake (n—1) Xp; . 


Erreurs affectant la mesure des o;,. 


La formule (3) du chapitre II montre que o est fonction de 6 va- 
riables indépendantes X, dont l’une est la section efficace de la 
réaction 4 l’azote; les 3 suivantes se rapportent 4 la composition 
des plaques en N et Cl et les deux derniéres font intervenir la sta- 
tistique par le nombre de traces observées par champ de vue. 
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L’erreur totale est l’erreur quadratique moyenne, calculée pour 
chaque cible suivant la théorie de la propagation des erreurs par 
la formule: 

a ' 
Pax. 


any 


Détermination des AX,. 


Acy: d’aprés les mesures les plus récentes, l’erreur concernant 
la section efficace cx peut étre prise égale & 3%. 

AN;: pour les 3 irradiations, les plaques soumises aux neutrons 
étaient des plaques entiéres. Le nombre de noyaux présents par em? 
a été déterminé a partir: 


1. du poids d'une partie de l’émulsion développée apres un laps de 
temps suffisamment long pour que l’équilibre hygrométrique se soit 
établi dans les conditions du laboratoire (pesées au 4/,, de mg) 
2. de la surface de ce fragment de plaque, déterminée & mieux de 
1%. 3. du rapport m,/m, des poids de l’émulsion aprés et avant 
développement. Pour déterminer m,/m, on a mesuré la variation de 
poids que subissent les plaques d’une méme coulée lors du développe- 
ment standard — étude faite sur quatre ou cing plaques de la boite 
& laquelle appartenait la cible. L’erreur commise sur le facteur m,/m, 
est évaluée a partir des résultats des déterminations de ce rapport 
(elle est inférieure 4 1%). 4. du résultat des microanalyses de |’émul- 
sion non traitée. 


AT,. L’erreur sur le nombre moyen de traces par champ de vue 
a été calculée par la formule: AT, = T/A; T = nombre moyen de 
traces par champ de vue. 

L’erreur provenant de Acy est la plus faible. La proportion d’er- 
reur due a la statistique est inférieure 4 8% dans le cas d’une 
statistique poussée, inférieure 4 20° pour les statistiques normales, 
inférieure 4 40°% pour les statistiques faibles. Pour toutes les cibles, 
la part la plus importante de l’erreur provient de 4N;. La précision 
pourrait étre encore légérement améliorée en agissant sur ce facteur. 
On peut en effet supprimer l’erreur sur m,/m, et l’erreur due a la 
variation d’humidité relative en faisant toutes les déterminations 
sur des émulsions desséchées sous vide avant irradiation. 


Comparaison avec les résultats antérieurs. 


Le résultat obtenu différe notablement de la valeur donnée par 
L. Seren, H. FrrepLAnpveEr et 8. TurKEL: 0,169 + 0,038 barn. Ces 
auteurs signalent dans leur travail qu’ils se sont assigné la mesure 
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d’un grand nombre de sections efficaces plutét que la mesure précise 
de l’une d’entre elles. Ils indiquent cependant une erreur probable 
de 20% qui ne suffit pas pour que nos valeurs se rejoignent. Quant 
a la mesure de W. Maurer, si on reprend le calcul avec une section 
efficace pour la réaction Mn (ny) de 12,8 barns au lieu de 11,2 barns 
qui était la valeur adoptée en 1949, on obtient un o isotopique de 
0,33 barn, soit pour le o du chlore naturel, compte tenu de la pré- 
cision indiquée: o« = 0,25 + 0,06 barn. Si dans le résultat obtenu 
par A. Grpert, F. Roacen, J. Rossen, & savoir og/ex = 0,19 + 
0,04, on introduit la valeur actuellement adoptée pour cy, soit 
1,75 + 0,05 barn, on obtient pour le chlore naturel: o« = 0,33 + 
0,08 barn. 


Notre résultat est en trés bon accord avec cette valeur. 


Critique de la méthode employée pour la détermination de o. 


1. La méthode photographique exige pour le traitement des émul- 
sions des conditions rigoureusement identiques. Les facteurs phy- 
siques dont l’influence n’est pas parfaitement déterminée: tempé- 
rature, durée des différents stades du traitement, conditions de 
conservation, etc., doivent étre maintenus constants. La détermi- 


nation exacte de la composition des émulsions nécessite des ana- 
lyses chimiques trés soigneuses. 


2. Cette méthode implique le dénombrement d’un trés grand 
nombre d’événements parce que la détermination de o, est obtenue 
par la différence de deux statistiques telles que l’effet da au Cl n’est 
que le 1/83 de l’effet global. Le nombre des protons parasites de N 
peut d’ailleurs étre déterminé de facon précise. Notons que dans la 
seconde partie de ce travail, ils jouent un role essentiellement positif, 
permettant de fixer le spectre de Cl par rapport 4 celui de N. 


3. Par ailleurs, nous avons bénéficié de bonnes conditions d’ex- 
périmentation en ce qui concerne la source de neutrons. Dans les 
trois irradiations le faisceau neutronique est purement thermique. 
Son spectre pratiquement maxwellien, correspond 4 une tempéra- 
ture du graphique de 30° C, dans les deux premiéres irradiations 
effectuées dans la colonne thermique de la pile. La contamination 
en neutrons rapides est remarquablement faible; 10-* & Harwell, 
10° a Chatillon. De méme, les y sont pratiquement négligeables 
pour la seconde irradiation environ 0,2 mr/min avec un flux de 
10° n/sec, l’énergie des y étant légérement supérieure 4 1 MeV (40). 
Enfin, pour la mesure du flux, le dispositif des plaques accolées 
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assure des conditions de «bonne géométrie». Ainsi, quoique délicate 
dans sa mise au point technique, la méthode elle-méme est simple 
et précise. 

Comparaison avec les données théoriques. 


Il existe entre la section efficace o(n,p) et la section de capture 
radiative o(n,y) une relation indépendante du processus de cap- 
ture du neutron mais faisant intervenir certaines caractéristiques 
des noyaux intermédiaire et final: 

o(n, p) 
o(n,y) 

En effet, dans le domaine de validité de la formule de dispersion 
a un niveau, la section efficace d’une réaction (n, a) des neutrons 
lents avec un noyau de iw I s’écrit: 


o(n,a) =a, 


ox 1 Fe 
: “ 27+1 | (E-E,)?+r7/4 ’ 


expression qui pour les neutrons thermiques (EH, = 0,025 eV 
Kin = 2(En); E, > L’) prend la forme: 
Oy, (0, a) = Ay, f = _ 
Eth 

I, est la largeur relative 4 |’émission d’une particule a (particule 
chargée ou quantum y) et la largeur totale du niveau sensiblement 
égale a I’, + I',. Le signe + dans le facteur statistique de spin 
f=1/2 (1+1/ (2 I+ 1)) correspond aux deux orientations relatives 
possibles des spins du neutron et du noyau. 

Pour la section de diffusion élastique, l’intervention du «poten- 
tial scattering » op qui fait apparaitre le rayon R du noyau diffusant 
complique un peu la formule: 

o,(E)=o0,p4+2i4,f I, ait gts Fae 

Hispon et Murentuovse*?) ont ates dans le cas de Cl® la 
valeur des paramétres a la résonance en adaptant la courbe mesurée 

(EZ) a V’expression théorique et en faisant usage de la valeur 
expérimentale de la section thermique de capture ((o,,,)n, = 42,0 
barns pour Cl* et la capture suit une loi en 1/1). 

L’ambiguité due au facteur de spin f = 5/8 ou 3/8 a été levée 
par les valeurs obtenues pour R, seul f = 5/8 conduisant a un ré- 
sultat raisonnable. Les grandeurs ainsi déterminées sont les sui- 
yvantes : 

op = 0,48b; E, = —' ; I, =0,3 eV et l, = 
2,63 eV (pour E 
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Le rapport J’,/I’, peut s’écrire sous la forme D* T,/22 TI, et 
sa détermination nécessite donc la connaissance de D*, intervalle 
entre niveaux de mémes spin et parité du noyau intermédiaire Cl*®, 
et de 7’,, transparence pour le proton de la barriére de potentiel 
de S8*, 

Comme D* = a K, I, /2 k, (Ky 1,0-101% cm-! et k, = 1/4, sont 
respectivement les nombres d’onde du neutron a l’intérieur et a 
l’extérieur du noyau), la valeur ci-dessus de J", permet de déduire*?) : 
D* = 2200 eV. 

On voit maintenant que le rapport o(n, p)/o(n,y) = (D*/22T,)-T, 
= 1,17 10? T, ne fait plus intervenir que la pénétrabilité de la 
barriére de potentiel. Comme sa hauteur B est beaucoup plus 
grande que |’énergie du proton de la réaction (n, p), l’"approximation 
W. K. B. sera satisfaisante. 

Les résultats pour 7’, dépendent du choix du rayon nucléaire de 
S*%, Notre comparaison des sections efficaces constitue donc en fait 
un test de la cohérence des expressions théoriques et une estimation 
des valeurs possibles pour ry donnant le rayon nucléaire de S*® par 
R= 1, A", 

Le calcul de la transparence a été fait a partir de l’expression*’) 
T, =e 79” et également au moyen de la méme expression mais 
affectée du facteur (B/E — 1)"? 44), 

Dans notre cas H=Q=0,615 MeV; les valeurs de g ont été cal- 
culées directement et celles de y(z) tirées des tables *). On obtient 
les résultats suivants: 


ro sans facteur (B/E -—1)/ avec facteur 


1,80 10-13 cm 0,32 barn 0,90 barn 
1,40 0,62 1,86 
1,50 0,76 1,97 


La variation de o(n, p) avec l’énergie dans le domaine des neu- 
trons thermiques est du méme type pour les réactions Cl**(n, p)S* 
et N14(n,p)C™*. La valeur expérimentale isotopique o = 0,39b déter- 
minée pour Cl®® par comparaison avec le o de |l’azote correspond 
donc sensiblement 4 la méme énergie moyenne sur le spectre des 


neutrons thermiques soit H = 0,025 eV. La comparaison avec les 
valeurs calculées ci-dessus est done légitime. On voit que la con- 
cordance des ordres de grandeur est trés satisfaisante et que le 
résultat favorise la valeur rp = 1,30 10-13 cm. 
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b) Détermination de Q , relativement a Qy. 
A notre connaissance, la seule mesure directe (par chambre d’io- 
nisation) de l’énergie de réaction Q., a été réalisée?) par compa- 


raison avec la réaction N#4(n, p) C™. Le résultat indiquait une dif- 
férence trés faible entre la valeur expérimentale pour Cl et celle pour 


SQN Distribution des prorons dans une liford C, 
dl 


N“Cnp) c% 


N=682 traces 


X?=22 p= 005 








30 div= ty 











N considérée a |’époque comme voisine de 0,57 MeV, ce qui pouvait, 
par comparaison avec le Q fourni par les masses, laisser supposer 
qu’un y de 50 keV environ était émis par le noyau final S*. 
L’étude de la distribution des protons a été effectuée sur une 
plaque vierge Ilford C, et sur une plaque au Cl. La statistique « 
porté sur 882 traces pour la premiére, 1349 pour la seconde. Ces 
distributions sont représentées par les histogrammes (fig. 2 et 4a). 
La précision de la mesure détermine le choix de la largeur de 
classe utilisée dans |’établissement des histogrammes. Cette préci- 
sion est conditionnée d’abord par la limite instrumentale qui cor- 
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respond au pouvoir de résolution du microscope. Avec une ouver- 
ture numérique ” sin u = 1,25 et A = 0,55 mw, la condition d’Abbe 
donne d = 0,22 u. 

I] faut d’autre part s’assurer que l’erreur maxima due 4 |’obser- 
vateur dans l’appréciation de la longueur d’une trace n’est pas su- 
périeure & cette limite. Pour évaluer cette erreur la méme trace a 


Une méme trace mesurée 237 fois par 8 observareurs 


E2025 div 








ae fa ei At vin nw Sh tae A av al oh 9s le 


SF 


Fig. 3. 


été mesurée 237 fois par 8 observateurs. Les résultats de ce test 
sont reportés sur le graphique fig. 3. 

1. et 2. sont les points de mesure des observateurs qui ont fait 
par la suite les mesures de longueur des traces. Ces résultats mon- 
trent que le choix de la largeur de classe adoptée — & savoir 10 divi- 
sions du micrométre, ou 0,33 ~ — est pleinement justifié. 

Nous avons adopté comme définition de la longueur de trace la 
distance mesurée entre les tangentes extérieures aux grains extrémes. 


Etude du spectre dans la plaque Ilford. 


Comme les protons enregistrés sont monocinétiques et qu’ils sont 
freinés dans un milieu considéré comme homogéne, on peut s’at- 


tendre a une répartition gaussienne de la distribution mesurée. 
Celle-ci permet de définir un écart quadratique expérimental par la 


formule: 7 
ay Zn, (t-1,)? 
——s  -= 


n nombre de traces mesurées. 


n; = population de chaque classe de longueur moyenne /,, 


et un o théorique par la formule: 


On = Vi . 
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Pour la distribution mesurée on obtient o,, = 15,6; o, = 14 et 
. : a : 
Gex(l) = ex (1)/Vn = 15,6//882 = 0,6 div. La longueur moyenne des 
traces mesurées est donc: 


1 = 6,61 + 0,02 p. 





Une distribution normale peut se mettre sous la forme 


= 1 == 
y¥ =. ¢@ Se 
o/22 


la surface limitée par la courbe étant alors égale 4 l’unité. Les deux 
valeurs o,,, %, permettent de construire deux courbes de méme 
surface S (nombre de traces) et dont le Y max. est donné par Y max. 
= S/o/22. On obtient ainsi: Y,, = 224 exp. (—0,0204 x?) et Y,, = 
251 exp. (— 0,023 x?). On peut alors appliquer le test du x? pour 
savoir si la distribution observée est assimilable & une distribution 
gaussienne : 

47 = LL Yin — Yex]?/2 Yun = 22, ce qui dans les tables de Fiscuer 
ines une probabilité de 0,05. La distribution peut étre considérée 
comme normale. 

On ne peut comparer les résultats avec ceux des autres expéri- 
mentateurs que pour autant que les traces sont mesurées de la 
méme maniére. 

La valeur obtenue pour / serait alors en accord avec celle mesurée 
par Curr: 6,6 u**), mais différerait notablement de celle de Locque- 
neux: 6,31 + 0,04 uw‘). Il nous parait difficile d’expliquer la diffé- 
rence avec ce dernier résultat uniquement par la modification du 
pouvoir d’arrét de l’émulsion due aux variations de composition. 
e Faracat's) indique une distance entre les grains extrémes égale 

a 6,4 + 0,15 uw ce qui, compte tenu de la dimension du grain, est 
en accord raisonnable avec notre valeur. 


Distribution dans la plaque au chlore. 


Le maximum de cette distribution a lieu pour | = 6,54 yu (avec 
une erreur de l’ordre de 0,5%). Si on applique le « aie ul ci-dessus & 
cette distribution (fig. 4a), on trouve 7? = 80 et P < 0,001 mon- 
trant qu’elle ne peut pas étre assimilée & une gaussienne; ceci est 
naturel puisqu’elle résulte de la superposition de deux distributions, 
lune et l’autre normales, décalées suivant l’axe des parcours d’une 
longueur inconnue qui correspond & la différence des énergies. 
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Les traces ayant été mesurées dans les mémes conditions dans 
les deux plaques, pour une statistique de 1349 traces, on peut choi- 
sir un o = 15,6 /882/1349 = 12,5. On construit alors deux courbes 
de méme o et de surface respective 8820 et 4760. 

Ces courbes sont ensuite décalées l’une par rapport a l’autre, 
suivant l’axe des parcours, d’une quantité 4R/R variable jusqu’a 
l’obtention d’une courbe résultante superposable 4 la courbe expéri- 
mentale. Des décalages progressifs de 2 & 6% ont été essayés. Le 


a . 
Distribution des protons dans ja plaque au Ci, Olstriburion des prorons dans ia plaque au CL 


Courbe caiculée 


N=1349 rraces I=cr%np)s* 
N*(np)c™ er T= w"(np)c* 
crnp)s* 


X?=60 P<Q007 





30diu= 1p 











Fig. 4. 


graphique 4b donne la courbe obtenue avec le décalage optimum 
de 3,6% et le graphique 4a cette méme courbe reportée sur |’histo- 
gramme. 


La variation attendue 4R/R peut étre déterminée a partir 
d’une relation de la forme R = hE* dans laquelle le coefficient k 
pour l’émulsion Ilford a été trouvé égal a 1,5. En prenant pour les 
protons de l’azote et ceux du chlore les valeurs Hy = 0,584 MeV et 
Eq = 0,598 MeV on obtient alors précisément 4R/R = 3,6%. 

Ceci démontre bien |’existence dans la plaque au Cl de deux 
groupes de protons et détermine |’écart d’énergie comme étant de 
2,4%, ce qui est en excellent accord avec les valeurs calculées des Q. 
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IV. Etablissement de la courbe parcours-énergie pour les protons du 
domaine 0—1 MeV, dans l’émulsion au chlore. 


L’établissement de la courbe parcours-énergie pour les protons 
dans |’émulsion au BrAg a fait l’objet de nombreux travaux (réf. 
49 @ 53). Dans le domaine d’énergie 0—1 MeV le calcul rigoureux 
du freinage dH /dx et par suite du parcours R est impossible. 


Le fait que, dés que la vitesse de la particule atteint celle des 
électrons, les couches électroniques correspondantes cessent de par- 
ticiper au freinage, ainsi que l’apparition de phénoménes secon- 
daires tels que la variation de charge de la particule nécessitent dans 
la formule de Bretrue-Biocu des termes correctifs pas encore 
valculés. Cette formule a cependant été utilisée de fagon semi- 
empirique par M. Bocaarpt™) pour établir la courbe relative aux «, 
de laquelle il a déduit celle des protons par la relation: 


Rp = 1,007 R, (3,97E) — 1,2 uw. 


J. H. Wesp*) a établi sa courbe en calculant le stopping power 
de l’émulsion par rapport a l’air, utilisant pour les pouvoirs de frei- 
nage (stopping power) des éléments constituants les valeurs calcu- 
lées par Berne pour les «. L. VigNeron®) a calculé la courbe des 
protons pour des énergies supérieures & 1 MeV et inférieures a 
0,4 MeV — utilisant les différents potentiels mesurés — et effectué 
le raccordement dans la zone intermédiaire. 

Si l’on excepte la courbe de J. Rorsiar®*) établie de fagon pure- 
ment expérimentale en joignant les différents points de mesure 
systématiquement déterminés, dans tous ces travaux ont été intro- 
duites des grandeurs déterminées pour les «: stopping powers relatifs 
a l’air ou potentiels d’ionisation et ceci dans un domaine d’énergie 
ot la correspondance «-proton n’est pas parfaitement assurée. 

Actuellement nous disposons d’un certain nombre de mesures de 
pouvoir de freinage de différents éléments pour les protons, dans le 
domaine des basses énergies. Il nous a semblé judicieux d’essayer 
d’établir la courbe parcours-énergie uniquement a partir de ces 
données et de la composition des émulsions. 


Principe. 


Les pouvoirs de freinage des éléments constituants de |’émulsion 
sont considérés comme indépendants et additifs. A partir du dE/dx 
de chaque élément et de la composition de |’émulsion on a calculé la 
fonction dE/dx pour |’émulsion comme somme des contributions 
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partielles de chaque constituant. L’intégration de la fonction in- 
verse donne la courbe R = f (£). Laméthode a d’abord été appliquée 
a l’émulsion Ilford C, dans le but de comparer la courbe ainsi ob- 
tenue aux courbes déja établies. La correspondance des courbes 
peut étre considérée comme un critére de la méthode et autoriser 
son emploi dans le cas de |’émulsion au chlore. 


Les données expérimentales. 


Elles sont le résultat d’une série d’investigations par les groupes 
de Chicago, de Californie, d’Ohio State University et de Copenhague. 
Dans le domaine d’énergie inférieure & 1 MeV, les mesures ont porté 
sur 21 éléments dont le Z varie de 1 & 83 (réf. 57 a 65)*). 

Plusieurs éléments ont été étudiés par différents groupes, les uns 
avec une excellente concordance, les autres, tel Au, Ag avec des 
résultats loin d’étre satisfaisants. Un certain nombre de valeurs 
avait déja été rassemblé par ALLIson et WarsHaw®®) qui, dans le 
cas ou ils ont pu expliquer les divergences obtenues, ont raccordé 
les valeurs des différents groupes. 


a) Détermination du dE/dx pour les éléments constituant les émulsions. 


Les constituants des deux émulsions sont: HCN O/S Cl Br Ag|I|. 
On n’a aucune indication sur le pouvoir de freinage des éléments 
encadrés. Quant aux autres, seul N a fait l’objet de mesures cou- 
vrant tout le domaine considéré. II s’agit donc de trouver le dE/dz, 
d’une part pour les éléments non encore mesurés, d’autre part pour 
les domaines d’énergie non encore explorés des autres éléments. 


Le premier probléme a été résolu de la fagon suivante: pour chaque 
énergie de 50 en 50 keV, entre 200 et 1000 keV, on a reporté les 
valeurs de dE/dx en fonction de Z et tracé une courbe moyenne, 
sur laquelle on a interpolé le dE/dx pour les éléments §, Cl, Br et I. 
On a pu construire ainsi le dE/dx = f (EF) pour chacun de ces élé- 
ments. 

Aprés différents essais, nous n’avons retenu pour la construction 
des courbes d’interpolation que les points certains, c’est-a-dire ceux 
qui résultent de mesures cohérentes de la part de différents groupes. 
D’autre part, comme les courbes dE/dx = f(Z) sont difficiles a 
tracer, surtout pour les grandes valeurs de Z, nous nous sommes 
bornés aux Z < 50. 

*) Les graphiques construits sur ces données peuvent étre communiqués sur 
demande aux lecteurs intéressés. 
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Aux basses énergies, et pour les grandes valeurs de Z, les points 
expérimentaux s’écartent d’une courbe monotone. Ceci peut s’ex- 
pliquer en partie par les erreurs de mesures, celles effectuées sur un 
méme élément par trois groupes différents peuvent différer de 20%. 
Par ailleurs le phénoméne de freinage en lui-méme peut présenter 
des discontinuités dans sa variation avec Z. La part qui revient a 
lune et l’autre cause ne pourrait étre déterminée que si l’on con- 
naissait avec certitude la précision des mesures. 

Le fait que pour une méme énergie la variation du pouvoir de 
freinage avec Z puisse s’inverser (cas de Ng et Ne et de A et Cu 
aux basses énergies) semble infirmer notre procédé d’évaluation 
du dH/dx pour les éléments non encore étudiés. Remarquons que 
ces anomalies se produisent seulement pour les énergies trés faibles 
aux environs du maximum de dE/dx, dans un domaine ou nous 
n’avons pas eu besoin de faire d’interpolation. Parmi les éléments 
de grand Z seul I nous intéresse. Méme si nous commettons une 
erreur relativement grande sur le pouvoir de freinage de cet élément, 
le résultat final n’en est pas sensiblement affecté vu la trés faible 
concentration d’iode dans |’émulsion. 

Pour les éléments légers, aux énergies supérieures 4 0,2 MeV notre 
évaluation empirique du dE/dx semble justifiée. On peut s’en 
rendre compte par le cas de C. Aucune mesure directe de pouvoir 
de freinage n’a été effectuée pour cet élément. Mais a partir des 
freinages moléculaires de CH,, C.H,, C,H, et CgH,, mesurés pour 
des énergies comprises entre 30 et 600 keV, l’équipe de Californie 
a calculé le pouvoir de freinage de C, connaissant celui de H. Les 
résultats sont donnés de 100 4 600 keV. Pour les énergies comprises 
entre 600 et 1000 keV nous avons pris les valeurs données par inter- 
polation sur nos courbes dE/dx = f(Z) a chaque énergie. Ces deux 
séries de valeurs donnent des courbes qui se raccordent parfaitement. 

Au-dessous de 200 keV les courbes dE/dx = f(Z) ne peuvent plus 
étre tracées de facon suffisamment précise; on a préféré extrapoler 
la courbe dE/dx = f(E) pour l’élément considéré dans le domaine 
100—200 keV — partie pointillée de chaque courbe. On connait |’al- 
lure générale de dH/da = f(E): la courbe passe par un maximum pour 
une certaine énergie puis décroit quand l’énergie augmente. Rien ne 
permet de prévoir 4 quelle énergie se situe ce maximum. Cependant, 
on remarque pour les éléments légers et les gaz rares qui ont été étu- 
diés jusqu’aux trés faibles énergies, qu’il correspond toujours 4 une 
énergie inférieure 4 150 keV. Il se place 4 100 keV pour les quatre 
hydrocarbures étudiés par A. 8S. DunBaR5). Il semble que jusqu’a 
100 keV on puisse extrapoler sans risque de commettre une grave 
erreur. 
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Pour obtenir le dE/dx de Hy, au-dessus de 600 keV, on a utilisé 
la courbe donnant le parcours des protons dans l’hydrogéne®). 
Celui de O, a été déterminé a partir du pouvoir de freinage de I’air 
tiré de la courbe R = f(E) des protons dans I’air®’). Le graphique 6 
montre que les valeurs ainsi calculées se raccordent bien avec celles 
mesurées pour l’un et l’autre élément (fig. 5). 

Le cas le plus difficile est celui de Ag. En effet, cet élément qui 
fournit la plus grande participation au freinage est l’un de ceux pour 
lesquels les mesures ont donné les résultats les plus divergents: 

ALLISON renongait 4 raccorder les valeurs de Warsuaw et celles 
de Mapsen de 10% supérieures. Les mesures toutes récentes de 
Cuitton, Cooper et Harris®*)*3) donnent des valeurs encore plus 


Stopping power de N, 

S(eV/atome/cm?2)40'S 0, 
c 
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Fig. 5. 


élevées. Dans notre travail, nous avons traité Ag comme un élément 
dont on ne connaitrait pas le pouvoir de freinage et nous avons 
utilisé pour le calcul les valeurs déduites de nos courbes par inter- 
polation. Les valeurs ainsi obtenues sont trés proches de celles de 
Cooper, mais légérement inférieures. Des mesures de WarsHAw, 
les seules pour les énergies inférieures 4 300 keV, nous avons gardé 
Jes résultats suivants: le maximum de dH/dz se produit pour 150 keV 
et la valeur du pouvoir de freinage est sensiblement la méme a 100 
et & 200 keV. Signalons que c’est surtout la mauvaise connaissance 
du pouvoir de freinage de Ag qui limite la précision de la courbe 
finale. Le tableau II donne les valeurs de dE/dx employées dans le 
calcul pour chaque élément et & chaque énergie. 
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Les doubles valeurs indiquées pour Br et I aux énergies 100 et 
150 keV correspondent a deux extrapolations possibles. 

Pour les énergies supérieures & 150 keV le dE/dx de |’émulsion 
a été calculé en supposant l’additivité des pouvoirs de freinage. 
Cette hypothése peut étre considérée comme justifiée au-dessus de 
150 keV. Les travaux de DunBAR, WENTZEL et WHALING dans leurs 


© Sropping power de [ 
o ” 0 Ag 
S (eV/arome/cm2) x10" ° " 0 8r 
Courbes obtenues par interpolation 


a Points expérimentaux pour Ag 
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Fig. 6. 


mesures déja citées sur N,O,, H,O, NH3, NO, ont en effet montré 
qu’a 2% pres, dans le domaine 150—600 keV, la régle de Bragg 
est vérifiée avec cependant une déviation non encore expliquée de 
4% pour NO. Au-dessous de cette valeur les déviations peuvent at- 
teindre 10%, le pouvoir de freinage de la molécule étant toujours 
inférieur & la somme des pouvoirs de freinage des constituants. 
C’est la raison pour laquelle nous n’avons pas déduit le dE/dx du 
chlore des valeurs données par la mesure de cette grandeur pour le 
tétrachlorure de carbone aux faibles énergies. 

Un fait encore est 4 signaler: dans notre calcul, seuls interviennent 
la composition de l’émulsion et le pouvoir de freinage des consti- 
tuants. Or, certains expérimentateurs ont signalé une différence 
de pouvoir de freinage entre les différents types d’émulsions Ilford: 
augmentation de 0,3°% des E, par rapport aux C, et de 1% des G; 
par rapport aux C,**). Or, ces émulsions sont toutes de méme com- 
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position chimique ce qui semblerait indiquer que non seulement 
cette derniére mais aussi les dimensions des grains jouent un role 
dans le freinage. 


b) R = f(E) pour les émulsions. 


L’intégration des fonctions inverses n’est rigoureusement possible 
qu’a partir de 150 keV. On peut cependant, en premiére approxi- 
mation, essayer d’extrapoler la courbe jusqu’a l’énergie 0, quitte a 
rajuster légérement la courbe au moyen d’un point expérimental. 


oe Stopping power de Cri 
ry " ' $ 
Courbes obfenues par interpolation 
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Fig. 


Remarquons d’ailleurs que cette erreur n’affecte de facgon sensible 
que la région des trés basses énergies ot: la courbe perd son intérét 
pratique, car les traces ont alors des longueurs trop faibles pour 
étre mesurées avec précision. 

Les relations R = f(E) déduites des courbes précédentes sont re- 
présentées sur les graphiques 8 et 9. Au-dessous de 150 keV, une 
courbe arbitraire a été tracée en pointillé. On voit que la courbe 
relative a l’émulsion au Cl serait située légérement au-dessous de 
celle relative & l’émulsion Ilford pour les faibles énergies et au- 
dessus & partir de 500 keV. 
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c) Points expérimentauc. 


Avant de placer les points de mesure des autres investigateurs, il 
convient de préciser les notions de parcours et de trace. Considérons 
d’abord le cas d’une seule particule chargée. Nous avons vu que le 
parcours correspond au trajet de la particule jusqu’a ce que son 
énergie soit devenue négligeable; la trace, qui est la grandeur acces- 
sible & la mesure, est liée aux propriétés ionisantes de la particule 
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Fig. 8. 


et définit le trajet qu’elle parcourt de la rencontre du premier grain 
sensible jusqu’au dernier grain qu’elle peut encore rendre déve- 
loppable. 

L’équivalence parcours-trace n’est pas rigoureusement assurée et 
il est difficile d’établir une relation entre ces deux grandeurs. Dans 
les émulsions actuelles, aux grains trés fins et trés serrés, le cas ot 
le parcours d’une particule isolée est plus long que la trajectoire 
visible par suite du manque d’un grain aux extrémités doit étre 
relativement rare. La distance entre les centres des grains extrémes 
pourrait alors étre considérée comme la grandeur se rapprochant 
le plus du parcours de la particule. Nous avons déja signalé que ces 
centres sont difficiles 4 repérer sur les traces observées au micros- 
cope, dont les grains, surtout en fin de trajectoire, sont souvent 
amalgamés et par conséquent indiscernables. 
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Lorsque, comme ici, la particule prend naissance dans |’émulsion, 
la trace visible comprend en outre la trajectoire du noyau de recul. 
Dans le cas de l’azote, celui-ci (C™) a son origine dans la gélatine; 
dans le cas du chlore, S*® est formé a l’intérieur d’un grain sensible. 
Il est difficile de prévoir le parcours de ces noyaux. Une seule 
mesure a été tentée en 1951 par H. Faracer*’), par application de 
la délicate technique d’effacement partiel qui consiste a affaiblir la 
trace jusqu’a ce que la lacune qui se crée permette de situer l’origine 
de la transmutation. D’aprés ses mesures la trace du noyau de recul 
C™ serait 0,3 + 0,2 uw. S*, emportant une énergie deux fois plus 
faible et une charge presque triple, aura un parcours dans |’émulsion 
d’autant plus restreint; on peut le considérer comme négligeable 
car il est trés peu probable que S®* sorte du grain ov il a pris nais- 
sance. On voit donc que la relation parcours-trace doit étre étudiée 
pour chaque cas particulier. Il apparait que pour les protons de 
l’azote la distance entre les tangentes aux grains extrémes est voi- 
sine du parcours tandis que pour ceux du chlore, cette distance est 
vraisemblablement supérieure au parcours. 


Tableau III. 


Comparaison des points expérimentaux. 





Références | E, (MeV) | Longueur des traces (/1) 





H. Faracer*®) 0,59 6,4 + 0,15 
0,91 12,1 + 0,06 





J. Rorsiat®®) 0,215 
0,40 
0,545 
0,675 
0,79 
1,045 





N. NERENSON et 0,2 § + 0,15 
F. Reres*) 0,3 2,85 + 0,15 
0,4 + 0,2 
0,5 5,5 +0,2 











Notre mesure 0,59 + 0,01 











La bonne concordance de la courbe pour |’émulsion Ilford et des 
points expérimentaux montre qu’on peut désormais construire les 
courbes R = f(E) pour les protons dans les émulsions en utilisant 
seulement les données relatives & ces particules, ce qui aux faibles 
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énergies est la seule méthode correcte. A mesure que les détermina- 
tions de pouvoir de freinage se feront plus nombreuses et plus 
exactes, les courbes d’étalonnage pourront étre précisées, ce qui 
permettra entre autres un contréle expérimental rigoureux des 
énergies de réaction. 

Sur la courbe R = f(£) pour l’émulsion au chlore, est reporté 
notre point de mesure de la longueur de trace | = 6,54 w correspon- 
dant aux protons d’énergie moyenne 0,59 MeV. Il n’y a pas lieu 
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onotre mesure, pour Ep = 0,59 Mev. 
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Fig. 9. 
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actuellement d’ajuster la courbe 4 ce point expérimental vu que la 
relation parcours-trace n’est pas connue de facon suffisamment 


précise (fig. 9). 


V. Emulsions nucléaires. 


a) Composition chimique. 


Les résultats des microanalyses effectuées sur les émulsions dont 
nous nous sommes servis dans ce travail sont consignés dans le 
tableau suivant: 

Plaque au Cl H CC N O @Q 4 
Emulsion non traitée . 6,70 2 5,42 20,55 
6,52 7 — 20,55 


—_— — 20,45 
Emulsion traitée .. . 49,22 a — 
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Plaque Ilford .... H C N O . Ag I 
Emulsion non traitée. . 1,22 6,79 1,65 6,37 34,8 47,9 
1,13 6,70 1,68 — 34,6 48,4 
Emulsion traitée . . . 6,93 49,12 14,64 25,95 
—_ — 1444 — 


D’autres déterminations, sur des plaques au Cl de coulées diffé- 
rentes ont donné pour les sels d’Ag: 
Cl Ag Cl Ag cl Ag 
20,15 61,40 19,75 60,10 20,15 60,65 
20,15 61,40 19,65 60,75 19,75 60,15 


Dans le cas des plaques Ilford, ces nombres peuvent étre comparés 
aux valeurs indiquées par le fabricant pour |’émulsion dans les con- 
ditions du laboratoires et aux valeurs trouvées dans la littérature 
pour les émulsions complétement desséchées®®), 


b) Degré hygroscopique. 


Les données relatives aux plaques Ilford peuvent étre trouvées 
dans Brtser®®). Une seule détermination a été faite pour les plaques 
au Cl par un laboratoire spécialisé et a montré que la perte en eau, 
lorsque |’émulsion prise initialement dans les conditions du labora- 
toire est desséchée sous vide, est de 1,83 %%. 


c) Variation de masse au cours du développement. 


La composition de |’émulsion telle qu’elle est donnée par le fabri- 
sant dans les conditions du laboratoire laisse prévoir qu’il resterait 
le 17% du poids initial aprés traitement complet de l’émulsion si 
on suppose que tous les sels d’Ag et eux seuls sont éliminés. Dans 
les différents essais qui ont été faits, la masse résiduelle obtenue 
est toujours inférieure 4 ce nombre: 


15,18% 15,16% 15,23% pour des D, 
12,75% 12,84% pour des EF, 


tandis que des C3, 30 uw de 2 coulées différentes ont donné respec- 
tivement 11,62 et 11,89%. 

Dans les émulsions contenant une certaine quantité de glycérine 
ce produit est certainement entrainé lors du développement. On a 
constaté de plus que pour un méme type de plaque, la variation de 
masse peut étre trés différente si les conditions de développement 
et en particulier les temps de fixage et de lavage, ne sont pas rigou- 
reusement les mémes’®). 
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d) Coefficient d’affaissement de la nouvelle émulsion. 


Avec l’hypothése faite ci-dessus, on peut s’attendre pour la nou- 
velle émulsion 4 un coefficient d’affaissement égal 4 s = 2,02. Les 
valeurs mesurées ont toujours été supérieures et ont donné comme 
moyenne s = 2,17. Ce coefficient peut étre ramené 4 1 par immersion 
pendant 1 heure 4 20°C dans une solution 410% de glycérine®?), 
mais les émulsions ainsi traitées se sont altérées au bout de quelques 
mois. 

Les conclusions qui s’imposent sont les suivantes: 


1° La connaissance satisfaisante de la teneur d’une émulsion en 
un élément déterminé ne peut étre obtenue que par une micro- 
analyse effectuée sur un échantillon de la plaque sur laquelle se font 
Jes mesures mémes. 

2° Bien que cette exigence rende les microanalyses plus difficiles, 
celles-ci doivent se faire sur |’émulsion non traitée, avant irradiation, 
et non sur l’émulsion développée. 

3° Pour les éléments autres que H et O, on a intérét 4 effectuer 
les analyses et les pesées d’émulsion lorsque celle-ci est complete- 
ment desséchée. 


VI. Conelusions. 


1° L’utilisation d’une émulsion nucléaire spéciale contenant 
’élément Cl d’une facon parfaitement homogéne et dosable, a per- 
mis la premiére mesure précise de la section efficace de la réaction 
Cl*5(n, p)S* par comparaison avec la réaction N14(n, p)C™. Le résultat 
obtenu o = 0,30 + 0,01 barn, pour des neutrons d’énergie moyenne 


E = 0,025 eV, est en bon accord avec deux des trois mesures déja 
publiées*)*). Le rapport expérimental o(n, p)/o(n, y) et les données déja 
connues sur le noyau Cl®* permettent une évaluation de la pénétra- 
bilité de la barriére de potentiel qui favorise la valeur ry = 1,30 
10-13 cm dans |’expression pour le rayon nucléaire R = r, A", 


2° La détermination expérimentale de l’écart des énergies de réac- 
tion Q de Cl® et de N™ confirme les prédictions tirées soit des 
valeurs de masse soit de la limite du spectre f. Elle est également 
en accord avec la mesure directe du Q de N14. Ainsi se trouve dé- 
montrée la cohérence des différentes déterminations de ces caracté- 
ristiques nucléaires. 

3° En faisant usage uniquement de données expérimentales sur 
le freinage des protons de faible énergie dans les éléments, une 
courbe de calibration énergie-parcours pour |’émulsion ordinaire 
Ilford est établie pour 100 < H, < 1000 keV. Ainsi est évité tout 
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recours aux données relatives au ralentissement des particules «, 
trés contestable dans ce domaine d’énergie. Cette courbe est en 
accord complet avec les données expérimentales pour ces émulsions. 
Une courbe d’étalonnage est construite sur les mémes bases pour la 
nouvelle émulsion au chlore. 


4° Une analyse chimique soigneuse des émulsions a fourni des 
résultats sur la base desquels il est possible de préciser les conditions 
les plus favorables d’emploi des plaques nucléaires pour la mesure 
de grandeurs qui dépendent de la concentration dans |’émulsion des 
divers éléments chimiques. 
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